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Mecz finalowy (licea)

10.

. Udowodnij, ze
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dla dowolnego k € {2,...,100}.

. Dla jakich a € Ry réwnanie (a + 3)sin 15e+sin 209z — geos3etcos5z my pieskoficzenie wiele rozwiazan?

. Adam i Mateusz graja w gre. Gra sktada si¢ z doktadnie jednej rundy, w ktérej Adam rzuca uczciwa

koscia dwudziesto$cienng, a Mateusz rzuca trzema niezaleznymi uczciwymi kosémi sze$ciennymi.
Wygrywa ten, ktéry uzyska sumarycznie wiecej oczek. Czy Adam i Mateusz majg réwne szanse na
wygrang?

. Ile jest dodatnich czterocyfrowych liczb catkowitych, ktore sa podzielne przez szeScian swojej sumy

cyfr?

. Czy istnieje wieloscian W taki, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba n-katnych $cian W jest réwna

0 lub 27

. Dana jest goéra o wysokosci H, a w % jej wysokosci alpinista, ktory chce wejsé na szczyt. Kazdego

dnia alpinista z réwnym prawdopodobienstwem, niezaleznie od poprzednich dni, albo zwicksza swoja
wysoko$¢ o 75, albo zmniejsza swoja wysoko$¢ o 'z, gdzie n jest numerem dnia wyprawy (zaczyna
sie od dnia o numerze 1).

7 jakim prawdopodobienstwem alpinista osiggnie szczyt w ciggu co najwyzej siedmiu dni?

. Wewnatrz kwadratu o boku dlugosci 1 narysowano figure F taka, ze zadne dwa punkty tej figury

3

nie sg odlegte o doktadnie ﬁ. Udowodnij, ze pole tej figury (jezeli istnieje) nie przekracza i

. Niech A, B, C, D beda parami réznymi punktami przeciecia krzywych

{(z,y) ;e =(y—1)*— 1} oraz {(2,y) 1 y = (¢ = 1)* ~ 1}.
Wyznacz pole czworokata wypuklego ABCD.

. Wyznacz wszystkie funkcje f : R>g — R takie, ze dla wszystkich nieujemnych z,y € R speiniona

jest rownosé
fle+vy) = fly+ Vo).

Dana jest liczba naturalna n oraz zbiér zbioréw V zawierajacy doktadnie m zbioréw ciggdéw dlugosci
n, kazdy postaci V; = {(z1,22,...,2,) € R" : 24, + 2, + 2., = 0} dla a; # b; # ¢; # a;.

O ciagu (z1,x9,...,T,) powiemy, ze jest V-niegraniczny, jezeli nie nalezy do zadnego zbioru z V.
O dwdéch V-niegranicznych ciagach (x1,z2,...,2,) 1 (y1,Y2,...,Yyn) powiemy, ze sa V-polgczone,
jezeli dla kazdego i € {1,2,...,m} zachodzi réwnowaznos$é

Tq; + Xy, + Te; >0 = Ya, + Y, + Ye; > 0.

Udowodnij, ze dowolny zbiér V-niegranicznych parami nie-V-potaczonych ciagéw dlugoséci n ma co

najwyzej
0 T O Ry
n n—1 0

elementow.
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Rozwigzania meczu finalowego (licea)

1. Zauwazmy, ze obie strony réwnania maja te sama interpretacje kombinatoryczna.

Lewa strone mozemy zinterpretowaé w nastepujacy sposob: z kazdego z dwéch zbioréw stuelemento-
wych wybieramy odpowiednio ¢, a nastepnie k—1¢ elementéw i wyrdézniamy jeden element z pierwszego
zbioru (mamy ¢ sposobéw na taki wybdr), a nastepnie z drugiego (mamy k — i sposob6w).

Po prawej stronie najpierw wyrézniamy dwa elementy z obu zbioréw stuelementowych, a nastepnie
dobieramy pozostate k — 2 elementéw.

Obie interpretacje odpowiadaja temu samemu obiektowi kombinatorycznemu, co konczy dowod row-
nosci.

(@ + 3)sin1oz+sin209z _ peos3ztcosde 7aywazmy, ze jest to funkcja 27m-okresowa, oraz ze

f(0) =1—a? f(r) =1— a2 Zauwazmy, ze te dwie liczby sa réznych znakéw lub obie réwne 0,

Z ciaglosci funkcji f mamy, ze dla kazdego przedziatu (2kw, (2k + 1)7), gdzie k € Z, funkcja f ma
przynajmniej jedno miejsce zerowe, zatem réwnanie z zadania ma nieskonczenie wiele rozwiazan dla
dowolnego a € R..

3. Tak. Skoro kazda konfiguracja wynikéw Adama i Mateusza jest réwnie prawdopodobna, to istnie-
nie bijekcji miedzy konfiguracjami, w ktorych Adam wygrywa i konfiguracjami, w ktérych Adam
przegrywa oznacza, ze prawdopodobienstwa tych dwoch zdarzen sg réwne.

Domniemana bijekcja moze byé postaci (a, mi,ma,m3) — (21 —a,7 —mq,7 —ma, 7 —mg3), gdzie a
jest wynikiem z kosci Adama, a m; sa wynikami z kosci Mateusza.

4. Wszystkie rozwiazania to 1000, 2000, 2401, 4913, 5000, 5103, 5120, 5832, a zatem odpowiedz na zada-
nie to 8.

Celem zadania nie jest bycie rozwigzanym jedna sprytna obserwacja, a kilkoma optymalizacjami
w przegladaniu wszystkich liczb czterocyfrowych. Oto kilka z nich:
e Jest malo czterocyfrowych liczb o sumie cyfr réwnej 1 lub 2 (tzn. 1000, 1001, 1010, 1100, 2000).

e Liczby o sumie cyfr podzielnej przez 3, ale niepodzielnej przez 9 nie sa rozwigzaniami, bo
z zalozenia musza by¢ podzielne przez 27, a wiec przez 9, czyli musza mie¢ sume cyfr podzielng
przez 9.

e Jest malo czterocyfrowych liczb podzielnych przez 43 o sumie cyfr réwnej 4, bo ostatnie dwie
cyfry moga byé¢ wylacznie zerami.

e Jest malo czterocyfrowych liczb podzielnych przez 5% o sumie cyfr réwnej 5, bo ostatnie trzy
cyfry moga by¢ wylacznie zerami.

e Jest relatywnie mato czterocyfrowych liczb podzielnych przez szescian liczby wiekszej lub rownej
7, poniewaz 10000/7% + 10000/83 + - - - & 120.

e Liczby o sumie cyfr wiekszej lub réwnej 22 nie sa rozwigzaniami, bo 223 = 10648 > 9999.



5. Tak, istnieje. Oto jeden z przykladow:

6. Na poczatek zauwazmy, ze

oot e < 2
22 7?3

Rozwazmy probabilistyczne drzewo wyboru, w ktérym kazdy poziom bedzie odpowiadal wyborowi
podjetemu kolejnego dnia.

T . .. .. . /s o ) . 2 1
e Jezeli pierwszego dnia alpinista zmniejszy swoja wysokos¢, to po zmniejszeniu bedzie w 5 — 7

5 P . . . p . . .. . .
15 Wysokosci gory, a wigc zaden ciag wyboréw nie zaprowadzi go juz na szczyt, poniewaz

1o _r.2_1 (5_1>
12 12712 4 \3 ’

Wobec tego, jezeli alpinista wejdzie na szczyt, to pierwszego dnia zmieni swoja wysoko$¢ z %
wysokosci gory na % + i = % wysokosci gory.

ST . . .. .. . v . . . . 11 1
. i fzeh drugiego dnia alpinista zmniejszy swoja wysokos¢, to po zmniejszeniu bedzie w 15 — 5 =
13 Wysokosci gory, a wige zaden ciag wyboréw nie zaprowadzi go juz na szczyt, poniewaz

41 1 1
-x-w w1 G-1-3)

48~ 48~ 48 4 \3 4

Wobec tego, jezeli alpinista wejdzie na szczyt, to drugiego dnia zmieni swoja wysokosé z %
wysokosci géry na % + % = i—g wysokoéci géry.

e Jezeli trzeciego dnia alpinista zwiekszy swoja wysokosé, to po zwigkszeniu bedzie w % + % =
1412[4 = % wysokosci géry, a wiec osiggnie szczyt, co konczy te gataz drzewa probabilistycznego
z prawdopodobienstwem %.

e Jezeli trzeciego dnia alpinista zmniejszy swoja wysoko$é, to po zmniejszeniu bedzie w j—g — % =
lﬁf = % wysokoéci gory.

e Niezaleznie od wyboréw alpinisty w kolejnych dniach nie osiagnie on szczytu do sibdmego dnia,

poniewaz
£+ 1 n 1 1 . 1 156659
144 = 4-42

452+4-@ 172~ 158400

Wobec tego odpowiedZ na zadanie to %.



7. Rozwazmy figure M przedstawiona ponizej, w ktérej kazda zaznaczona krawedz ma diugosé ﬁ.

Niech wektory v1,v3,...,vr bedg wektorami zaczynajacymi sie w polozonym najwyzej punkcie M
i konczacymi sie w parami réznych zaznaczonych wierzchotkach M.
Zaltézmy nie wprost, ze figura F ma pole wieksze niz 1% i rozwazmy figury F; = F + 0; dla i €

{1,...,7}. Oczywistym jest, ze pola tych figur sa wszystkie réwne polu figury F.

Te figury sa w pelni zawarte w kwadracie [—1/2023, 1 4 1/2023] x [-2/2023, 1], a ponadto suma ich

pol przekracza 2—[1). Wobec tego, skoro

1

21
07 2 - (pole kwadratu [—1/2023,1 + 1/2023] x [—2/2023, 1]),
to istnieje punkt P nalezacy do trzech sposrdd figur F;, bez straty ogélnosci niech beda to Fp, Fa, Fs.
7 definicji figur F; i punktu P wynika, ze punkty P — v, P — v3, P — v3 € F tworza podzbior
zaznaczonych wierzchotkéw (potencjalnie poddanej translacji) figury M.

Skoro wérod kazdych trzech zaznaczonych wierzchotkow figury M istnieje para odlegta o lei,), to
rowniez wérdéd punktow P — i, P —v3, P —v3 € F istnieje taka para, co przeczy wiezom nalozonym
na figure F.

8. Na pierwszy rzut oka widaé, ze wérdéd punktéw przeciecia beda (0,0) i (3,3). Nastepnie mozemy
rozwigzaé uktad réwnan okreslajacy przeciecia krzywych przez podstawienie; uzyskujemy

r=(z-1)2%-1-1)%2-1,
Yy

a wiec rownowaznie
= (x?—2x—-1)> -1
= (2t — 4% + 42 + 4o +1 - 22%) — 1
0 =zt — 423 — 222 + 3z.
Skoro wiemy, ze rozwigzaniami tego rownania sg x = 0 i z = 3, to mozemy znalezé w tymze
wielomianie czynnik x(z — 3) i otrzymujemy
x(z —3)(x* —x—1) =0,

1+£V5

a stad juz w oczywisty sposob otrzymujemy pozostale rozwigzania: x = ==

1+v/5 1—\/5)7

Wobec tego wyznaczyliSmy wierzchotki czworokata, ktérego pole chcemy obliczyé: (0, 0), ( 2,

(3,3), (1_2\/5, %) . Teraz wystarczy uzy¢ dowolnego wzoru na obliczenie pola wielokata w uktadzie
wspolrzednych (my skorzystamy z dlugosci przekatnych w deltoidzie ABCD), by uzyskaé¢ wynik

_3V2VOV2 g

5 2



9.

10.

a, =0,
Odpowiedzia sa wszystkie funkcje, ktére sa postaci f(z) = {b 0
, x>0.

Najpierw ograniczmy klase rozwigzan. Ustalmy dowolna liczbe dodatnia p i rozwazmy zbiér par
P = {(z,y) € Ryo x Ryo : x + \/y = p}. Zauwazmy, ze zbiér P jest ciagla krzywa na plaszczyznie,
(p,0) € P oraz (0,p?) € P.

Stad, dla dowolnego punktu (z,y) € P mamy
fo) = fla+vy) = fly+ V).

Wyznaczmy teraz zbiér wartosci wyrazenia y + /z dla (z,y) € P.

Istnieje punkt (p,0) € P taki, ze y + /x = |/p oraz istnieje punkt (0,p?) € P taki, ze y + /T = p°.
Skoro P jest ciagla krzywa, to wyrazenie y + /z przyjmuje wszystkie wartosci posrednie miedzy /p
a p.

Wobec tego dla kazdego p € R szukana funkcja jest stata na odcinku [p, p?].

Rozwazmy ciag punktéw (...,2_8,2_4,2_2,2_1,2_1/2,2_1/4,2_1/8,...). Stosujac uzyskany wyzej
lemat dla punktéw z tego ciagu wnioskujemy, ze szukana funkcja jest stala na (0,1). Rozwazajac
ciag punktéw (...,21/8,21/4 21/2 91 92 94 98 ) uzyskujemy stalosé szukanej funkeji na (1, 4-00).

Niech x = % iy= i. Podstawiajac te wartosci do zadanego réwnania otrzymujemy

F0) = fa+ Vi) = Fu+ VD) = 1|+ 75
——
<1
Podobnie, dla z = i iy = 1% otrzymujemy
9 1
) = [+ Vi) = fly+ VD) = | o+ 5
>1

Wobec tego otrzymaliSmy ,polaczenie” wartosci szukanej funkcji ze zbioréw argumentéw (0,1), {1}
i(1,400).

Sprawdzenie, ze postulowane przez nas rozwiazania faktycznie spetniaja zadane rownanie sprowadza
si¢ do obserwacji, ze wéréd par liczb nieujemnych jest tylko jedna para (z,y), dla ktérej 4 ,/y = 0
i jest to (0,0).

Niech f(m,n) oznacza wielko$¢ najwiekszego zbioru parami V-niegranicznych nie-V-potaczonych
ciagow dtugodci n, jezeli V liczy m zbiorow.

Pokazemy, ze dla dowolnych m i n zachodzi nieréwnos¢

Flm+1,n+1) < f(m,n+1) + f(m,n).

Rozwazmy przestrzen ciagow dlugosci n + 1 i przesledzmy jak moze si¢ zmieni¢ wartosé¢ f, gdy
zwigkszymy m o 1, dodajac do V zbiér D. Dodanie do V kolejnego zbioru sprawia, ze niektére klasy
abstrakcji relacji V-polaczenia zostana podzielone na dwie czesci.

Zauwazmy, ze kazda klasa abstrakcji wyznaczana przez oryginalne V), ktora zostala podzielona przez
D wyznacza (po odpowiednim zrzutowaniu) klase abstrakcji wewnatrz zbioru D. Liczba klas abstrak-
cji po zrzutowaniu na D nie przekracza f(m,n), poniewaz mozemy utozsami¢ D z ciagami o jeden
krétszymi niz ciagi z oryginalnej przestrzeni ciagow.

Wobec tego dodanie D do V moze zwickszy¢ liczbe klas abstrakeji relacji V-potaczenia o co najwyzej
f(m,n), a wiec postulowana zaleznosé¢ rekurencyjna zachodzi.



Teraz wystarczy pokazaé, ze przyjecie

- (02 )

spelnia warunki poczatkowe i zalezno$é rekurencyjna.

Oczywistym jest, ze tak wybrane f spelnia warunki poczatkowe typu f(0,n) = 1. Mniej oczywistym,
ale nadal nietrudnym jest, ze z wtasnos$ci dwumianu Newtona mamy

Fm+1,n+1)= <m+1>+<m:1>+~-+(m;r1>
() () () (2)) - (0)
() = () = () () ()

= f(m,n+1)+ f(m,n).



