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10.

. Udowodnié, ze z* + ?14 jest liczba catkowita, jesli wiadomo, ze x + % jest liczba catkowita.

. Srednia cena rodzaju towaru w asortymencie pewnego sklepu wynosi 24 z1. Najdrozszy towar w tym

sklepie kosztuje 34 zl, a érednia cena pozostalych rodzajéw (bez najdrozszego) wynosi 22 zl. Ile
réznych rodzajow towaréw sprzedaje ten sklep?

. Na trzech kartkach papieru napisano liczby 1,2, 3. Nastepnie kartki odwrdcono, przemieszano i znéw

napisano na nich 1,2,3. Liczby napisane na obu stronach kazdej kartki dodano, a nastepnie trzy
otrzymane liczby pomnozono. Czy jest mozliwe, ze w wyniku otrzymano liczbe nieparzysta?

. Jedli a i b beda cyframi, to przez ab oznaczamy liczbe, ktérej cyfra jednoéci jest réwna b, a cyfra

dziesigtek jest réwna a. Jakie sa wszystkie mozliwe wartosci ab, jesli wiemy, ze ab+ba jest kwadratem
pewnej liczby naturalnej?

. Czy istnieja liczby calkowite x,y dla ktérych zachodzi zy(z + 2025y) = 20252926

. Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC, oraz dowolny punkt P wewnatrz tego trdojkata. Odlegtosci

tego punktu od bokéw BC,C A, AB to odpowiednio z,y, z. Wykaz, ze wielko$¢ x + y + z nie zalezy
od wyboru punktu P.

. Poczynajac od pewnej liczby parzystej Konstanty wypisal siedem kolejnych liczb naturalnych. Suma

poczatkowych pieciu liczb jest trzycyfrowa, natomiast suma pieciu koncowych jest czterocyfrowa.
Jaka jest suma wszystkich napisanych przez Kostka liczb?

. Niech m > 1 bedzie liczbg naturalna. Udowodnié, ze jezeli liczba 2™ + 1 jest pierwsza, to m jest

liczbg parzysta.

. Na ptaszczyznie dane sa dwie grupy prostych. Proste w jednej grupie sa rownolegte do wszystkich

prostych w tej grupie i do zadnej prostej z drugiej grupy. Pierwsza grupa liczy 7 prostych, a druga
5. Ile réwnoleglobokéw tworza te proste?

Ile jest pieciocyfrowych liczb naturalnych, podzielnych przez 6 lub przez 10?7
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10.

. Zauwazmy, ze liczba 202

1

L2 = = (z+ %)2 — 2, kwadrat liczby catkowitej jest liczba catkowita oraz réznica dwoch liczb

catkowitych jest calkowita, wiec 2% + I—g jest liczba catkowita. Podobnie z* + %4 = (22 + %)2 -2z
czego wynika, ze x4 :%4 jest liczba catkowita.

. Niech n oznacza liczbe rodzajéw towaréw w sklepie. f.aczna cena wszystkich rodzajéw towaréw bez

24-n—34
1

najdrozszego wynosi 24-n —34 z1, zatem ==

= 22. Po rozwiazaniu réwnania otrzymujemy n = 6.

. Jest to niemozliwe. Jezeli na kartce, na ktérej przed odwrdceniem byto napisane 1 napisano 1 albo

3 to suma liczb po obu stronach tej kartki jest parzysta, wiec caly iloczyn tez jest parzysty. Jezeli
napisano na niej 2 to na kartce, na ktérej przed odwréceniem napisano liczbe 3 musiano napisaé 1
albo 3, ale wtedy ta kartka ma sume liczb po obu stronach parzysta.

. ab+ba = (10a+b) + (10b + a) = 11(a +b) = x2. 11 dzieli 22 i jest liczba pierwsza, zatem 112 dzieli

x2. 7 tego wynika, ze 11 dzieli a + b. Dodatkowo a i b sg cyframi wiec a + b € {0,...,18}. Z tego
wynika, ze a + b = 11, wiec ab moze by¢ réwne 56,65, 47, 74,29, 92, 38, 83.

52926 jest liczba nieparzysta (jest to iloczyn samych liczb nieparzystych).

Wobec tego x,y, (x + 2025y) tez musza byé¢ wszystkie nieparzyste, poniewaz mnoza sie do liczby
nieparzystej. Jednakze skoro = oraz y sa nieparzyste, to 2025y jest nieparzyste, a co za tym idzie
x + 2025y jest liczba parzysta. Sprzecznoéé, zatem nie istnieja takie liczby catkowite x, y.

Zauwazmy, ze pole calego tréjkata jest réwne sumie pél trzech tréjkatéw powstalych przez pota-
czenie punktu P z wierzchotkami ABC. Odleglo$ci P od poszczegblnych bokéw sa wysokosciami
odpowiednich tréjkatow, i tak Polegpop = %, Polecap = %U,POZSABP = %, gdzie a to dlugos¢
boku tréjkata ABC. Otrzymujemy zatem:

2Polespc

r+ytz=
a

. Niech n bedzie liczba parzysta, od ktérej Kostek zaczal wypisywanie. Suma poczatkowych pieciu

liczb wynosi 5n + 10, a koncowych pieciu 5n + 20. Wiemy z tresci zadania, ze 5n + 10 < 1000,
czyli n < 198, oraz dHn + 20 > 1000, czyli n > 196. Skoro n jest parzysta, to n = 196. Suma
196 + 197 4+ 198 + 199 + 200 + 201 4 202 wynosi 1393.

Zalézmy nie wprost, ze m = 2n + 1 dla pewnego n naturalnego. Wtedy 2" + 1 = 2271 41 =
4" .24 1=31"-2+ 1 =30, gdzie =3 oznacza przystawanie modulo 3. Skoro za$ 2" 4+ 1 > 3, to nie
moze by¢ to liczba pierwsza jezeli jest podzielna przez 3. Sprzeczno$é, zatem m jest parzysta.

. Rownoleglobok powstaje przez wybér po parze prostych z obu grup. Wtedy sposobow jest

6545
2 2

Podzielna przez 6 jest co 6-ta liczba od 10002 do 99996. Z zasady wlaczen i wytaczen:

99996 — 10002 99990 — 10000 (99990 — 10020
1 tl-(—+

1| = 21000.
6 + 1+ 10 30 ) 000



