Dolnoslaskie Mecze Matematyczne 2021/22

Mecz 1 (licea, runda eliminacyjna)

10.

G F
. Suma po6l mniejszego kwadratu ABCD i ciemnego prostokata
ADFEH wynosi 210. Suma pdél wiekszego kwadratu DEFG i ciem-
niejszego prostokata ADFEH wynosi 231. Ile wynoszg dhugosci bo-
kéw kwadratow? B A H
. Ile jest liczb catkowitych dodatnich mniejszych od 100 podzielnych
przez 2, 3 lub 57 4 1 :

. Jeszcze przed otwarciem urzedu przed drzwiami ustawia sie kolejka. Automat do wydawania biletéw popsut

sie: pierwszy bilet ma catkowity, dodatni numer, natomiast kazdy kolejny bilet ma numer bedacy suma
numeréw znajdujacych sie na biletach dotychczas wydrukowanych. Petent Franciszek chce dotaczyé¢ do
kolejki, ale postanowil, ze dolaczy tylko wtedy, kiedy numer na jego bilecie bedzie mniejszy od 2019-
krotnosci numeru pierwszego biletu. Ile os6b moze maksymalnie liczy¢ kolejka, zeby Franciszek do niej
dotgczyt?

Znajdz wszystkie pary liczb naturalnych (n,m) takich, ze n < m i suma wszystkich liczb naturalnych
wiekszych niz n i mniejszych niz m wynosi 271.

. Szop Jacek dowiedzial sie, ze zarzad jego lasu ogtosil dofinansowania na panele stoneczne (teraz kosztuja

9000 denaréw za sztuke). Szop wie, ze jego nora wykorzystuje 150 W pradu kupowanego za cene 1V3?§jéa.

Panele po czasie ¢ wyrazonym w dobach od zamontowania dostarczajg 20 W — ¢ - 0,02% energii. Szop
moze odprowadzi¢ (ale nie dostaje zwrotu kosztéw) nadmiarowy prad do sieci. Jacek zauwazyl, ze wiekszosé
mieszkaricow lasu zdecydowata sie na zakup 8 paneli, co go wielce zaciekawito. Czy 8 paneli byloby dla
Jacka najbardziej optacalnym wyborem?

. Niech ABCD bedzie czworo$cianem. Niech X oraz Y oznaczaja odpowiednio $rodki bokow AB i CD.

Pokaz, ze ptaszczyzny CDX oraz ABY dzielg czworoscian ABCD na cztery czworo$ciany o réwnych
objetosciach.

. .. . T . . 14
Czy istnieja takie dwie liczby naturalne m,n wigksze od 1, ze log,, n = 57

. Jas przygotowuje sie do szkolnych zawodéw w biegach przetajowych. Podczas swojego poétgodzinnego

treningu biegal ze stata predkoscia 7%“ pomiedzy drzewem a kamieniem w odlegtosci 500 m od drzewa.
Jego zlodliwa znajoma postanowita jednak przeszkodzi¢é mu w treningu i w trakcie, gdy biegl w druga
strone przestawila kamien tak, ze znajduje sie o 20m dalej od drzewa. Jak wptyneto to na catkowita droge
przebyta przez Jasia w trakcie treningu?

. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej = zachodzi nieréwnosé x4 — 223 — 422 + 8z > 0.

Jaka jest cyfra dziesigtek w liczbie 620227

Prosimy nie udostepnia¢ nikomu zadari przed oficjalng ich publikacja na stronie konkursu.




Dolnoslaskie Mecze Matematyczne 2021/22

mecz 1 — rozwigzania (LO, runda eliminacyjna)

1. Uktad réwnan: oznaczmy boki kwadratoéw przez z,y, gdzie x < y. Z tredci zadania otrzymujemy:

x? + 2y = 210
y? + zy = 231
Dodajemy réwnania stronami i ze wzoru skréconego mnozenia mamy (z + y)? = 441, czyli o +y = 21

(przypadek —21 odrzucamy, gdyz x,y to dlugosci bokow). Z pierwszej rownosci z(x + y) = 210, wiec
x = 10. Wtedy z jednej z rownosci wyliczamy, ze y = 11.

Uwaga: Za drobne btedy obliczeniowe, przy poprawnej metodzie, odejmujemy do 2 punktdw.

2. Niech P, oznacza zbior liczb catkowitych dodatnich mmniejszych od 100 podzielnych przez n. Szukamy
liczby |P, U P3U Ps|. Zauwazmy, ze liczac |Pa| + | P3| + | Ps| policzymy kazdy element zbioréw Ps, Pig i Pis
przynajmniej dwa razy, a elementy zbioru Psg nawet 3 razy. W wyrazeniu | Pa|+|P3|+|Ps|—|Ps|—|Pio|—| P15
odjeliémy elementy policzone dwukrotnie, ale kazda liczbe podzielna przez 30 najpierw trzy razy dodalismy;,
a potem 3 razy odjeliémy. W zwiazku z tym

‘PQ UP3uU P5| = |P2’ + |P3| + ‘P5| — |P6’ — |P10| — |P15‘ + ’P30|.

Zachodzi zaleznos¢ |P,| = |99/n |, zatem |Po U Ps U Ps| =49+334+19—-16—-9—6+3 =T73.

Uwaga: Za nieodjecie elementéw liczonych kilkukrotnie odejmujemy 9 punktéw. Za nieuwzglednienie
liczenia elementéw trzykrotnie, przy uwzglednieniu elementéw liczonych dwa razy — odejmujemy 5 punktow.
Za liczenie liczb ,na palcach” przyznajemy maksymalnie 6 punktow.

3. Oznaczmy numer na pierwszym bilecie przez a. Zauwazmy, ze numer na n-tym bilecie to 272 - a (za
wyjatkiem n = 1 — za pominiecie tego warunku odejmujemy 1 punkt). Rozwiazujemy nier6wnosé
2"2q < 2019a.

Skoro 210 = 1024, a 2'' = 2048, to mamy n — 2 < 10. Stad wynika, ze petent moze byé¢ co najwyzej
dwunasta osoba w kolejce, wiec uzyskujemy

Wynik: Kolejka moze liczy¢ co najwyzej 11 0séb (za odpowiedz: 12 os6b odejmujemy 3 punkty).

2

4. Liczby n+1,n+2,...,m — 1 tworza ciagg arytmetyczny, wiec ich suma wynosi (M) (m—n-—1).
Stad (n 4+ m)(m —n — 1) = 2-271. Liczba 271 jest pierwszaEL a ponadton +m >m —n — 1.

Wobec tego mamy dwa przypadki:

n-+m =271 n+m=2-271
lub

m—-n—1=2 m—-—-n—1=1

lSprawdzamy podzielnosé¢ przez wszystkie liczby pierwsze mniejsze niz 17, bo 172 > 271, a liczba zlozona ma dzielnik wlasciwy
mniejszy lub rowny pierwiastkowi tej liczby.

Prosimy nie udostepnia¢ nikomu zadari przed oficjalng ich publikacja na stronie konkursu.




Po rozwiazaniu powyzszych uktadéw réwnan uzyskujemy dwie mozliwe odpowiedzi:

Wynik: (n,m) = (134,137) lub (n,m) = (270, 272).

Uwaga: Za drobne btedy obliczeniowe odejmujemy do 2 punktéw. Za poprawne rozpatrzenie tylko jednego
z dwoch przypadkow za zadanie przyznajemy 4 punkty.

5. Policzymy czas t1, po ktorym panele przestana produkowaé jakakolwiek energie:
0=20-0,02-¢; = ¢; = 1000 dni.

Bedziemy rozwazaé optacalnos¢ zakupu do czasu t;. Laczna ilos¢ pradu wyprodukowanego/zuzytego be-
dziemy liczy¢ jako pole pod wykresem produkeji/zuzycia pradu w zaleznosci od czasu.

Jedli Jacek nie kupi zadnych paneli, zaptaci za czas t; tacznie 150 - 1000 - 1 = 150000 denaréw. Dopoki

. . . . . . 20-1000 _
produkcja pradu z paneli Jacka nie przekracza 150 W, to kazdy kupiony panel przynosi mu =5=-1-9000 =
1000 denaréw oszczednosci, zatem oplaca mu sie kupi¢ przynajmniej 7 paneli (wowczas zaplaci lacznie
143000 denaréow w ciagu 1000 dni).

Policzymy wzér na koszt przy zakupie n > 8 paneli na podstawie

wykresu:
Koszt(n) = n - 9000 + P = 9000n + (150 - 1000 — (P — P»)) t t,
Py = 20m:1000 — 10000n P 150W
_ (207 P
Py = w R 002
t

n(20 — 0,02tg) = 150 = to = 24150

Py — Py = 10000n — 2221507 — 10000y, — 10000n2-150000n4562500 — _L . 569500 4 150000

Koszt(n) = 9000n + 150000 — 150000 + % - 562500 = 90007 + % - 562500.

Ta funkcja na przedziatach (0, 7] 1 [8, +00) jest odpowiednio malejaca i rosnadcaEL zatem by uzyskaé¢ minimum
tej funkcji dla n naturalnego wystarczy sprawdzi¢ Koszt(7) i Koszt(8).

Uzyskujemy Koszt(7) = 143357,14 ... oraz Koszt(8) = 142312,5, zatem minimum jest przyjete dla n = 8
i liczba ta stanowi optymalna odpowiedz.

Uwaga: Za drobne btedy rachunkowe odejmujemy do 2 punktéw. Za podanie liczby 7 zamiast 8 w wyniku
odejmujemy 2 punkty.

6. Zauwazmy, ze Panacx = Papox, poniewaz te trojkaty maja wspolng wysokosé poprowadzona z punktu
C, a odcinki AX i BX sa z zalozenia réwnej dtugosci. Wysokosci czworoscianow ACDX 1 BCDX popro-
wadzone z punktu D sg natomiast rownej dtugosci, zatem réowniez Vacpx = Veopx-

Przetnijmy teraz czworoscian AC DX przy uzyciu plaszczy-
zny ABY . Zauwazmy, ze analogicznie jak w poprzedniej cze-
$ci dowodu mamy réownosé pdl Pacxy = Papxy (trojkaty
te maja podstawy rownej dlugosci |CY| = |DY| i posiadaja

wspolna wysokosé poprowadzona z punktu X), a zatem po-
niewaz czworo$ciany ACXY i ADXY maja wspolng wyso-
kosé poprowadzong z punktu A i podstawy o takim samym
polu, to Vacxy = Vapxy = Vi. Analogicznie otrzymujemy

Veexy = Vepxy = Va, a skoro

2Postulowana monotonicznosé wynika z poréwnan wartosci Koszt(n) i Koszt(n + 1) uzyskiwanych za pomoca nieréwnosci kwa-
dratowych lub obliczenia pochodnej: f’(n) = 9000 — % = 4500 (2 — %5)

Prosimy nie udostepnia¢ nikomu zadari przed oficjalng ich publikacja na stronie konkursu.




10.

2Vi = Vacxy +Vapxy = Vacpx = Veepx = Veexy + Vepxy = 2Va,
to Vi = V5. Zatem te dwie plaszczyzny dzielg czworo$cian na cztery mniejsze czworosciany o réwnych
objetosciach, czego nalezalo dowiesé.

Uwaga: Za pokazanie réwnosci objetosci czworoscianéw ACDX i BCDX przyznajemy 3 punkty. Za
drobne pomylki w indeksowaniu wierzchotkéw odejmujemy 1 punkt.

Istnieja. Niech k bedzie dowolna liczba naturalng wieksza od 1. Wystarczy wzia¢ m = k3 i n = k4
Wowczas
ml4/3 — (k3)14/3 y—

14
a zatem log,, n = 3.
Uwaga: Za pominiecie w rozwigzaniu warunku k£ > 1 odejmujemy 4 punkty. Oczywiscie, podanie kon-

kretnego k lub dzialajacej pary (m,n) jest catkowicie poprawnym rozwiazaniem.

Catkowita droga przebyta przez Jasia nie zmieni si¢. Istotnie, w ciagu calego treningu porusza sie on ze
stata predkoscia 7 kTm, a skoro trening trwa 0,5 h, to catkowita droga wyniesie 3,5 km niezaleznie od dzialan
,kolezanki”.

Sposéb I Zauwazmy, ze 2* — 203 — 422 + 8z = (x — 2)%x(x + 2). Kazdy z trzech czynnikéw tego iloczynu:
(x —2)2, 2,7 + 2 jest nieujemny, gdy x jest liczba dodatnia, zatem ich iloczyn takze bedzie nieujemny.
Sposoéb 11 Skoro x jest liczba dodatnia, to mozemy podzieli¢ obie strony nieréwnosci przez x i wowczas
otrzymamy nieréwnos¢ rownowazna:

22— 2% —4x +8>0.
Po obustronnym dodaniu 222 + 42 otrzymamy

2%+ 8> 222 + 4.

Zauwazmy, ze ta nier6wno$é jest suma dwoch innych nieré6wnodci:
3 3 3
z’ 4+ 2+ 8 >+ 848
3 3
Powyzsze nieréwnosci wynikaja z nier6wnosci miedzy $redniag arytmetyczng i geometryczna odpowiednio
dla zbiorow liczb {23, 23,8} oraz {z3,8,8}.

4.

Uwaga: Za brak wyjasnienia, dlaczego mozemy podzieli¢ obie strony nieréwnosci przez r odejmujemy 2
punkty.

Zauwazmy, ze przy przemnozeniu dowolnej catkowitej liczby a przez 6 na cyfre dziesigtek maja wplyw tylko
cyfra dziesigtek oraz cyfra jednosci liczby a. Ponadto zauwazmy, ze cyfra jednosci dowolnej liczby postaci
6" (dla n > 0) jest rowna 6. Wypiszmy cyfry dziesiatek i jednosci dla kilku poczatkowych liczb postaci 6™:

6' =6 6% =1...]16 6° =1[...]76 6" =1...]36
62 = 36 6t =1[...]96 65 =[...]56

Zauwazmy, ze w zwiazku z tym, ze na cyfre dziesiatek w kolejnej potedze 6 maja wplyw wytacznie cyfry
dziesiatek i jednosci w poprzedniej potedze 6, to jesli dwie ostatnie cyfry sa takie same w dwoch potegach
6% i 6!, to beda takie same w 651 i 671, 6542 1 62 | czyli cyfry beda powtarzaé sie okresowo, w tym
przypadku z okresem 7 — 2 = 5. Zatem cyfra dziesigtek liczby 62922 bedzie taka sama jak cyfra dziesigtek
liczby 62.

Wynik: 3.

Uwaga: Za zauwazenie okresowosci, ale btedne podanie okresu przyznajemy 4 punkty. Za poprawne
wyznaczenie okresu przyznajemy 7 punktow.

Prosimy nie udostepnia¢ nikomu zadari przed oficjalng ich publikacja na stronie konkursu.




