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Mecz 2 (licea, runda eliminacyjna)

10.

. Podaj najwicksza liczbe catkowity k taka, ze dla kazdego n € N zachodzi podzielnosé 2k|n44 -n

. Uporzadkowana pare liczb (a,b) nazwiemy olimpijskg, jesli a — b = ab. Znajdz wszystkie olimpijskie

pary liczb catkowitych.

N 2 2-12 . -
. Rozwiaz nier6wnosé (0,6)” - (%5)36 < (12—275)3 dla rzeczywistych wartosci x.
. Dany jest okrag w o réwnaniu z? 4+ y? = r? oraz prosta ¢ dana réwnaniem y = —z + r, dla pewnego

r > 0. Czy moze si¢ zdarzy¢, ze okrag w i prosta ¢ sa roztaczne?

1

. Dany jest odcinek dltugosci 1 i1 dodatnia liczba naturalna n. Skonstruuj odcinek dtugosci r 72 pomocy

cyrkla i linijki bez podziatki.

Znajdz sume cyfr liczby (100...08)? w zaleznosci od n € {0,1,2,...}.

n

Czy plansze o rozmiarach 14 x 14 mozna pokry¢ jednym klockiem 1 x 1 i pewng liczba klockéw 5 x 37

. Daria i Kacper mieli jako zadanie domowe przynies¢ wyciete z papieru tréjkaty. Dwa z bokéw tréjkata

Darii maja dlugosci 8cm i 12 cm, natomiast dwa boki tréjkata Kacpra maja dlugosci 12cm i 20 cm.
Okazalo sie, ze trdjkaty przyniesione przez Darig i Kacpra sa podobne. Jaka moze byé skala tego
podobienistwa?

22

. Wyznacz wszystkie z € R, dla ktérych zachodzi réwnosé

2

—92co0s?® x + cos 2 + sin 2z — sin® z = 0.

Antek i Bartek maja dwa stosiki liczace odpowiednio n i m kamieni. Beda wykonywaé ruchy naprzemiennie,
zaczynajac od Antka. W kazdym ruchu mozna zdjaé z jednego ze stosikéw dowolng niezerowsg liczbe
kamieni. Gre przegrywa ten gracz, ktéry nie bedzie mégt wykonaé ruchu (wéwcezas drugi gracz
wygrywa). Wyznacz, w zaleznosci od n i m, ktéry z graczy moze wygraé niezaleznie od postepowania
drugiego gracza.

Prosimy nie udostepnia¢ nikomu zadan przed oficjalng ich publikacjg na stronie konkursu.
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mecz 2 — rozwiazania (licea, runda eliminacyjna)

1. Zauwazmy, ze skoro —1 — b = —b dla kazdego b, to a # 1. Przeksztalémy réwnowaznie rownanie,
ktore maja spelniaé liczby a, b.

a
1+a

a—b=ab < bt+ab=1x < b(l+a)=a < b=

Ostatnia réwnowaznosé zachodzi ze wzgledu na to, ze a # —1.

Skoro b jest liczba calkowita, to wystarczy znalez¢ wszystkie takie a, ze 1 4 ala. Ta podzielnosé¢ nie
moze zachodzi¢, gdy @ € Ny, bo 1+ a > a i a > 0, zachodzi natomiast, gdy a = 0. Rozwazmy
a < —1. Zauwazmy, ze 1 + ala <= —a — 1| — a. Ta podzielnosé¢ zachodzi dla a < 1 tylko wtedy,
gdy a = —2, bo 2 jest jedyng liczbg naturalng, ktéra jest podzielna przez liczbe o 1 od niej mniejsza.
Zatem (0,0) 1 (—2,2) to jedyne dwie olimpijskie pary liczb calkowitych.

Za, dzielenie przez zero odejmujemy 3 punkty, za pominiecie jednej z par odejmujemy 6 punktéw. Za
kazda blednie wskazana pare odejmujemy dwa punkty. (Oczywiscie mozna odebraé¢ maksymalnie 10
punktow.)

3\~ 27

2. SprowadZmy podstawy do poteg liczby % 0,6 = %, % = (g) ? oraz 195 = (%)3 Nasza nier6wnosé

przyjmuje postac (%)x ((%)72>m o < ((%)3>3, co jest rownowazne temu, ze (%)x72x2+24 < (%)9.

Poniewaz 0 < % < 1, to funkcja (%)z jest malejaca, zatem musimy rozwigzaé¢ nieréwnosé x—2x24-24 >
9.

5 5
x—zﬂ+24>9¢:>x—zf+15>0¢:>@4m+®<x+2>>0<:>xe(—23>

Za drobne bledy rachunkowe odejmujemy do dwéch punktéw, a za zmiane strony nieréwnosci (np.
przy korzystaniu z monotonicznosci funkcji (%)Z lub przy rozwiazywaniu nieréwnosci kwadratowej)
kazdorazowo odejmujemy trzy punkty.

3. Sposéb I: Zauwazmy, ze punkty A = (0,r) oraz B = (r,0) spelniaja zar6wno réwnanie prostej ¢
jak i réwnanie okregu w. Zatem prosta i okrag maja dwa punkty wspélne i w zwigzku z tym nie sa
rozlaczne.

Sposéb II: Z réwnania okregu w wynika, ze jest to okrag potozony w §rodku uktadu wspétrzednych
o promieniu r. Przeksztalémy réwnanie ¢ do postaci ogdlnej: x + y — r = 0. Policzymy odleglosé
srodka uktadu wspélrzednych od prostej £.

_1-04+1-0—-7 7

d¢, o —
(£,0) V1I+1 V2
Poniewaz %= < r, to prosta ¢ przecina sie¢ z okregiem w dwéch punktach, czyli nie moze byé z nim

V2
rozlgczna.

Wiynik: Nie, okrag w i prosta ¢ nie moga by¢ roztaczne.

Prosimy nie udostepnia¢ nikomu zadan przed oficjalng ich publikacjg na stronie konkursu.




Za blad rachunkowy (tj. niewynikajacy z nieznajomosci wzoru) przy obliczaniu odlegtosci prostej ¢
od srodka uktadu wspélrzednych odejmujemy dwa punkty. Za obliczenie tej samej odleglosci przy
uzyciu nieprawidlowego wzoru odejmujemy trzy punkty.

. Najpierw uzyskamy odcinek dhugosci \/n:

Sposéb I: Narysujmy prosta £, a nastepnie odlézmy na niej odcinek dtugosci n+ 1 o konicach A1 B
oraz punkt D wewnatrz odcinka AB taki, ze |[AD| = 1. Nastepnie znajdujemy srodek odcinka AB
w nastepujacy sposéb: zakreslamy okregi o réwnych promieniach wiekszych niz dlugosé odcinka AB
o srodkach w A oraz w B. Punkty przeciecia tych dwéch okregéw znajduja sie na symetralnej odcinka
AB, zatem prosta poprowadzona przez te dwa punkty jest symetralng, czyli przecina odcinek AB w
potowie. Nastepnie rysujemy okrag w o srednicy AB. Pé7niej rysujemy prostg k prostopadla do £ o
srodku w D w nastepujacy sposéb: rysujemy okrag o srodku w D, a nastepnie oznaczamy punkty
przeciecia tego okregu z prosta £ jako P i (). Nastepnie konstruujemy k jako symetralng odcinka
PQ w sposéb podany juz wyzej. Nastepnie oznaczamy jeden z punktéw przeciecia k i w jako C.
Zauwazmy, ze trojkat ABC jest prostokatny, bo <ACB jest oparty na $rednicy okregu w. Tréjkaty
ACD i BCD sa podobne, a w zwiazku z tym

|BD| _ |CD)|
|CD|  |AD|

z czego od razu wynika

|CD[=V1-n=n.

Sposéb II (indukcyjny): Oczywiscie mamy juz odcinek dlugosci v/1 = 1. Zalézmy, ze mamy
odcinek dlugosci v/n — 1. Wyznaczmy dwie proste prostopadle k i £ przecinajace sie w punkcie X.
Na prostej k zaznaczmy cyrklem punkt A odlegly o X o 1, a na prostej £ zaznaczmy punkt B odlegty
od X o v/n — 1. Wéweczas, z twierdzenia Pitagorasa, odcinek AB bedzie miat dhugosé /n.

Skoro ﬁ = %, to by uzyskaé¢ odcinek diugosci ﬁ wystarczy podzieli¢ odcinek dlugosci v/n na n
réwnych czesci.
Zaznaczmy na pewnej prostej m cyrklem n + 1 punktéw Ag, Ay, ..., A, takich, ze kazde dwa kolejne

punkty A;, A;1+1 sa oddalone od siebie o 1. Zaznaczmy na jednej z péiplaszczyzn wyznaczanych przez

te prosta odcinek PQ o dlugosci y/n. Niech X oznacza punkty przeciecia prostych AgP i A,Q.

Woéwcezas proste X Ay, X As, ..., X A,_1 podzielg odcinek PQ na n réwnych czesci, z ktérych kazda
vno_ 1

bedzie miata dlugosé Y= = —=.

/n

Za nieprawidlowe przeprowadzenie rozumowania indukcyjnego odejmujemy od 3 do 6 punktéw.

. (100...08)2 = (101 +8)% = 10?"*24+1,6-10"2+64. Zauwazmy, ze dlan > 0 zachodzi 2n+2 > n+2,

n
zatem 102712 > 1072 > 1,6- 10" oraz w zapisie dziesictnym liczby 10”1 wystepuja na koricu dwa
zera. Zatem wtedy (100...08)2 =100...01600...064, gdzie m,k € {0,1,2...}. Czyli dla n > 0
~—— N =

n m

suma cyfr wynosi 1+1+6+6-+4 =18, adlan =0 wynosi 3+2+4 =9 (bo 182 = 324).

Za pominiecie przypadku, gdy n = 0 odejmujemy 5 punktow, za drobne luki w argumentacji, dlaczego
liczba ma postaé¢ (100...08)2 = 100...01600...064 odejmujemy do trzech punktéw, a za bledy
SN—— N—— =

n m
rachunkowe, niewplywajace na metode rozwigzania zadania odejmujemy do dwéch punktéw.

. Wyznaczmy orientacje klockéw 5 x 3 w najnizszym rzedzie planszy. Oczywiscie w tym rzedzie nie
moze wystapic¢ klocek 1 x 1, bo wéwczas nie datoby sie pokry¢ pola nad nim. Niech k oznacza liczbe

Prosimy nie udostepnia¢ nikomu zadan przed oficjalng ich publikacjg na stronie konkursu.




klockéw poziomych, a £ liczbe klockéw pionowych w tym rzedzie. Zachodzi réwnosé 5k + 3¢ = 14,
a jedyna para nieujemnych liczb calkowitych speliajacych te réwnosé jest (k,¢) = (1, 3).

Stad mamy dwa przypadki:

(a) Jedyny klocek poziomy w tym rzedzie jest na skrajnej pozycji. Bez straty ogélnosci zatézmy,
ze jest po lewej stronie. Wéwczas w najbardziej prawej kolumnie muszg wystapié¢ trzy klocki

poziome (analogiczny argument jak przy wyznaczaniu orientacji w najnizszym rzedzie). Analogicznie

mozna wyznaczy¢ orientacje klockow w najwyzszym rzedzie i lewej kolumnie.

W tym przypadku uzyskujemy sprzecznosé, bo nie mozemy wypehic¢ pél w srodku.

(b) Jedyny klocek poziomy w tym rzedzie jest miedzy klockiem pionowym a dwoma klockami
pionowymi. Bez straty ogdlnosci zalézmy, ze jest po lewej stronie. Wéwczas, analogicznie jak
przy poczatkowym wyznaczaniu orientacji, mozemy wyznaczy¢ orientacje klockéw w lewej.

W tym przypadku réwniez uzyskujemy sprzecznosé, bo nie mozemy wypetié¢ kwadratu pol 2 x 2
miedzy niebieskim poziomym klockiem a czerwonym poziomym klockiem.

Za rozpatrzenie tylko jednego przypadku rozmieszczenia klockéw za cale rozwigzanie przyznajemy 3
punkty.

. Uwaga: Wszystkie dtugosci bokow w tym rozwigzaniu wyrazone sg w centymetrach

Oznaczmy boki tréjkata Darii jako di,do, ds, a tréjkata Kacpra jako ki, ko, ks, gdzie di < ds < dj
i k1 < ko < k3. Zauwazmy, Ze nie moze si¢ tak zdarzy¢, ze d; = 8,k; = 12,d; = 12, k; = 20, gdzie
i€ {1,2},5 €{2,3},i < j. Zatem do rozwazenia jest 6 przypadkéw:

(a) di=8,dy =12,d3 =%, ky = 12,ky = 18, k3 = 20
Skala podobienistwa tréjkgta Kacpra do tréjkata Darii wynosi
(b) di =8,dy =12,d3 =20, k; = 8,ka = 12, k3 = 20
Skala podobienistwa tréjkata Kacpra do tréjkata Darii wynosi 1.
(c) di =2 ,dy =8,d3 =12, ky = 12, ko = 20, k3 = 30
Skala podobienstwa tréjkata Kacpra do tréjkata Darii wynosi %
(d) di=38,dy =8,d3 =12, ky = 12,ky = 4 k3 =20
Skala podobieristwa tréjkata Kacpra do tréjkata Darii wynosi 3.
We wszystkich powyzszych czterech przypadkach spelniony jest warunek istnienia tréjkata.
(e) di =8,ds =12,k; = 12, ko = 20. Wtedy skala podobienstwa tréjkata Kacpra do tréjkata Darii
wynosi %, czyli do = % > 12 = dj3, co jest sprzeczne z poczynionymi wczesnie]j zalozeniami o da
ids.

(oY)
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10.

(f) di =8,ds = 12,ky = 12, ko = 20. Wtedy skala podobienstwa tréjkata Kacpra do tréjkata Darii
wynosi %, czyli dy = % < 8 = dj, co jest sprzeczne z poczynionymi wczesniej zalozeniami o dy
ids.

1. s . .- ‘s . 3 5 5
Zatem mozliwe skale podobienstwa tréjkata Kacpra do tréjkata Darii to 3,1, 3, 3.

Za zaniedbanie w rozwiazaniu warunku istnienia tréjkata odejmujemy trzy punkty, za pominiecie
ktoregokolwiek z przypadkéw lub bledne wskazanie istnienia lub nie istnienia trdjkata o danych
bokach kazdorazowo odejmujemy po dwa punkty

Zapiszmy wyrazenie z tresci zadania korzystajac ze wzoréw skréconego mnozenia:
n44 . n22 — 256 _ 4 n4(n252 1) = n4(n126 - 1)(n126 +1)= n4(n53 _ 1)(n53 + 1)(n126 +1)
Pokazemy, ze zapisane wyzej wyrazenie jest podzielne przez 2* dla kazdego n:

(a) jezeli n jest parzyste, to czynnik n* bedzie iloczynem czterech liczb parzystych, zatem bedzie
podzielny przez 2*;

(b) jezeli n jest nieparzyste, to liczby n®® — 1,15 + 1,n126 + 1 bedg parzyste, a dodatkowo liczby
n® —11n° +1 beda kolejnymi liczbami parzystymi, wiec ktéras z nich bedzie podzielna przez
4; stad iloczyn liczby podzielnej przez 4 i dwéch liczb parzystych bedzie podzielny przez 2.

W ten sposéb pokazalismy, ze k > 4. Teraz wystarczy wykazaé, ze to ograniczenie na k jest optymalne
—dla n = 2 mamy
244 _ 222 _ 9256 94 _ o4 (2252 —1).

Liczba powyzej bedzie podzielna przez 24, ale juz nie przez 2°, wiec k < 4 i w polaczeniu z poczatkowym
rezultatem uzyskujemy k = 4.

Za udowodnienie nieréwnosci k > 3 przyznajemy 2 punkty. Za udowodnienie nieréwnosci k > 4
przyznajemy 7 punktéw (te punkty nie sumuja sie z tymi za k > 3). Za sprawdzenie optymalnosci
rozwiazania lub réwnowaznie udowodnienie nieréwnosci k < 4 przyznajemy 3 punkty (sumujac
z poprzednimi wymienionymi punktami).

—2cos? x + cos 2x + sin 2z — sin’ z =

2 2

x —sin’x + 2sinz cos T — sin’ z =

= —cos’x + 2sinxcosz — sin’x — sin’ x =

2

:—200s2m+cos

= — (cosz —sinz)? —sin’z =0 <

<= (COS:E =sinz Asin’z = 0) <—

— (xe{%—kkw:keZ}Axe{kw:keZ}) — z€l
Za bledne wyznaczenie x, dla ktérych sin z = cosx odejmujemy od dwéch do czterech punktéw.

Jezeli n = m, to Bartek moze wygraé niezaleznie od ruchéw Antka, zabierajac tyle kamieni z wyzszego
stosu, aby na obu stosikach bylo tyle samo kamieni. Zauwazmy, ze zawsze moze tak zrobi¢: taki ruch
jest niemozliwy doktadnie wtedy, gdy na obu stosikach jest tyle samo kamieni, czyli podczas ruchu
Antka. Wtedy przed ruchem Bartka oba stosy nie moga by¢ réwne, czyli na ktéryms z nich musi sie
znajdowaé przynajmniej jeden kamieri, zatem zawsze bedzie moégt on wykonaé ruch.

Jesli n # m, to strategie wygrywajaca (identyczna jak w poprzednim przypadku) ma Antek.

Za rozwazenie tylko jednego z dwéch przypadkéw odejmujemy szesé punktow. Za niedokladng argumentacje,

dlaczego ruch gracza posiadajacego pozycje wygrywajaca jest mozliwy, odejmujemy trzy punkty.
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