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Dolnoslaskie Mecze Matematyczne 2021 /22
Mecz 2 (SP 7-8, runda eliminacyjna)

10.

Ile wynosi suma wszystkich liczb trzycyfrowych, podzielnych przez 57

Grzegorz Brzeczyszczykiewicz urodzit sie 29 lutego w piatek. Po ilu latach bedzie obchodzil po
raz pierwszy urodziny rowniez 29 lutego w piatek?

Uzasadnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n, liczba n° ma te sama cyfre jednosci, co n.

W ogréodku 5 kotéw poluje na 6 ptakow. Sytuacje obserwuje pewna liczba psow. Gdyby psy
zmienity sie w ptaki, a ptaki w psy, liczba nég nie zmienitaby sie. Ile nég maja wszystkie
zwierzeta w sumie?

Czy istnieje wielokat wypukly o 54 przekatnych? Jesli tak, to ile ma krawedzi?

Wtadca pewnego kraju, aby pokaza¢ delegatom z innych krain madros¢ swojego narodu, za-
wezwal jednego ze swoich najmadrejszych magéw, o imieniu Ramsey. W momencie w ktorym,
w sali tronowej znajdowal sie krol, 6 delegatéow i mag, wladca kazal Ramseyowi uzasadni¢, ze
wsrod 6 obecnych delegatow istnieje trzech, z ktorych zadni dwaj sie nie znajg, albo istnieje
takich trzech, ze kazdych dwoch sie zna. A wiedzie¢ trzeba, ze krainy te byly bardzo odlegte od
siebie i nawet najpotezniejsi magowie nie znali innych spotecznodci i niewiele mogli o nich wie-
dzie¢. Mag, jak tatwo sie domysli¢, z tatwoscia wykonat zadanie swego pana, czym zaimponowat
zgromadzonym. Jak tego dokonal?

Dlugosci bokow trojkata ABC wynosza |BC| = a, |AC| = b i |AB]| = c. Wysokos¢ tego trojkata
wychodzaca z wierzchotka A ma dtugosé h,, wychodzaca z wierzechotka B ma dtugos$é¢ hy, a
wychodzaca z wierzchotka C' ma dtugosé h.. Udowodnij, ze

1 1 1 1 1 1
b 4+ 4= )=(h,+hy+h) | —+—+—].
(a+ +c)(a+b+c> (ho + hy + C)(ha+hb+hc)

Wierzchotki jednostkowego szescianu potaczono tak, ze otrzymano czworoscian foremny. Jaka
objetos¢ ma otrzymana bryta?

Rozwazmy tabele o wymiarach 15 x 15. Kazde pole tabeli malujemy na jeden z trzech koloréw:
czerwony, zielony lub niebieski. Nastepnie, dla k-tego wiersza tabeli zliczamy, ile wystepuje w
nim pol czerwonych, zielonych i niebieskich, i oznaczamy te warto$ci odpowiednio ¢, 2z i ng.
Otrzymalismy trzy ciagi: ¢i,...,¢15, 21,.--,215, ki,...,k15. Uzasadnij, ze w kazdym z tych
ciggow ktoras liczba sie powtarza.

Tle rozwigzan calkowitych ma rownanie 2" = (n — 1)n(n + 1)?

Prosimy nie udostepniaé¢ nikomu zadan przed oficjalna ich publikacja na stronie konkursu.
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Mecz 2 - rozwiazania (SP 7-8, runda eliminacyjna)

Laczymy w pary liczby 100 i 995, nastepnie 105 i 990, kolejno 110 i 985 itd. Widzimy, ze te pary
w sumie daja za kazdym razem 1095, a poniewaz wszystkie liczby, ktorych byto 180 (1000/5 i
odejmujemy dwadziescia takich liczb od 0 do 95), podzieliliémy w pary, to tych par jest o potowe
mniej, stad wychodzi &;’95 = 89500.

Rok zwykly ma 365=350+14+1 dni. Rok przestepny ma za$ 350+14+42 dni. Miedzy kolejnymi
dniami 29.02 wystepuja trzy lata zwykte i jeden rok przestepny — czyli pewna liczba tygodni
oraz 1+1+41+42 dni. Czyli co 4 lata 29 lutego przesuwa sie o 5 dni. Ale NWW(5,7)=35, wiec
kolejny piatek 29 lutego bedzie dopiero za 28 lat.

5

Trzeba pokazaé, ze n°> — n jest podzielna przez 10 (za te obserwacje 1 pkt).

n’—n=nn+1)(n—1)(n*>+1)

Podzielno$é przez 2 wynika z tego, ze albo n albo n+ 1 jest podzielne przez 2. Podzielnosé przez
5 pokazemy na 2 sposoby.
e [ sposob:
nn+1)(n—-1)n*+1)=nn+1)(n—1)((n—2)(n+2)—5)
=mn-=2)n—Dnn+1)(n+2)—5nn+1)(n—1),
gdzie oba czynniki ostatniej liczby sa podzielne przez 5, bo wérod 5 kolejnych liczb n — 2,
n—1,n,n+1, n+ 2 jedna dzieli si¢ przez 5.

o Il sposob: Jezeli 5 dzieli n, n + 1 lub n — 1 to dostajemy teze. Czyli wystarczy sprawdzi¢
przypadki, gdy 5 nie dzieli zadnej z nich, czyli n daje reszte 2 lub 3 z dzielenia przez 5. Dla

n =5k + 2
n*+ 1= (5k + 2)* + 1 = 25k* + 20k + 5 = 5(5k* + 4k + 1).
Dla n =5k +3

n*+1 = (5k + 3)* + 1 = 25k* + 30k + 10 = 5(5k* + 6k + 2).

5

Za dobre rozwiagzanie, ale z lukami — 6-9 pkt. Za uzasadnienie podzielnosci n°> —n przez 2 — 2

pkt.

Ptaki i koty przed zamiana mialy 20 4+ 12 = 32 nogi, a po zamianie (juz jako koty i psy)
20 + 24 = 44. Zyskaly wiec w sumie dwanascie ndég. Kazdy pies, gdy zamienial sie w ptaka,
tracil dwie nogi. By liczba n6g nie zmienita sie, w ogrodzie musiato by¢ wiec szes¢ pséow. Zatem
liczba wszystkich nég to 32 + 24 = 56.

Za zte wyznaczenie liczby pséw przyznajemy maksymalnie trzy punkty.

Odpowiedz: Istnieje i musi mie¢ 12 krawedzi. Jezeli n oznacza liczbe wierzchotkow wielokata, to
wzor na liczbe jego krawedzi jest nastepujacy

n(n — 3)

—
Z kazdego wierzcholka (n) mozemy poprowadzi¢ n — 3 przekatne (nie mozemy do niego samego,
ani do jego punktow sasiednich). Ale wtedy liczymy krawedzie 2 razy (bo kazda krawedz taczy
dwa wierzcholki). Musimy zatem sprawdzi¢, czy 54 = n(n — 3)/2. Okazuje si¢, ze tak, i n = 12.

Prosimy nie udostepniaé¢ nikomu zadan przed oficjalna ich publikacja na stronie konkursu.




Za probe policzenia krawedzi w dowolnym wielokacie, ale nieskuteczng — 0-5 pkt. Przy probie
policzenia krawedzi w dowolnym wielokacie, ale nieskutecznej:

e jezeli nie uwzgledniono wyltacznie tego, ze kazda krawedz liczymy 2 razy — 5 pkt,

e jezeli nie uwzgledniono wytacznie tego, ze przekatna dostajemy tylko taczac punkty niesa-

siadujace z danym wierzchotkiem — 3 pkt.

Za podanie poprawnego wzoru bez uzasadnienia — 3 pkt. Za poprawne wyprowadzenie wzoru i
btedna odpowiedz (ze wielokat nie istnieje) — 6 pkt. Za poprawne wyprowadzenie wzoru i podang
bledng liczbe krawedzi — 7 pkt.

6. Zakladamy, ze jezeli osoba A zna osobe B, to réwniez B zna A. Ustalmy jednego z delegatow i

nazwijmy go A. Zal6zmy najpierw, ze A zna co najmniej trzy inne osoby, np. B, C, D. Jezeli

B, C, D nie znaja si¢ wzajemnie, to uzasadnienie jest skoriczone, bo znalezliSmy trzy osoby, z

ktorych zadne dwie sie nie znajg. W przeciwnym wypadku, jezeli ktorychs dwoch delegatow z

B, C, D sie zna, to A i tych dwoch delegatéw daja nam trzy osoby takie, ze kazde dwie sie znaja.

Zalozmy teraz, ze A zna co najwyzej dwie osoby. Woéwcezas nie zna co najmniej trzech, np.

nie zna B, C, D. Jezeli w trojce B, C, D wszyscy sie znaja, to rozumowanie jest zakoniczone, bo

znalezlidmy trzy osoby takie, ze kazde dwie sie znaja. W przeciwnym wypadku, ktérychs dwoch

delegatow z B, C, D si¢ nie zna, to A i tych dwoch delegatow daja nam trzy osoby z ktorych
zadne dwie sie nie znaja.

28

7. Korzystajac ze wzoru na pole trojkata S = %aha = %bhb = %chc dostajemy a = i—s, b = o

c= i—s Wstawiajac to do lewej strony réwnosci otrzymujemy

(a+b+c) LI Y (22,25 (25 (he o R (L1 (ha + hy + he)
T ONGT e T ) T\, Ty T J\2s T2 Tas) T\, TRy T m, ) e T T R

Za rozwiazanie, w ktéorym wymnozono nawiasy, przyznajemy maksymalnie 8 pkt.

8. Odpowiedz: 1/3. Czworoscian taki otrzymuje sie biorac za krawedzie wszystkie przekatne $cian
szeScianu, czyli tak jak na ponizszym rysunku. Jest to czworo$cian foremny, poniewaz jego

wszystkie cztery Sciany sa trojkatami réwnobocznymi o krawedziach ditugosci v/2. Objetosé
takiej figury najtatwiej policzy¢ odejmujac od objetosci szescianu objetosci ostrostupow ABC'F,
ACDH, EFHA i FGHC. Wszystkie te ostrostupa maja taka sama objetosé¢ wynoszaca

1 11 1
37 =39
gdzie S to pole podstawy, a h dlugosé wysokosci na nia opuszczonej. Stad szukana w zadaniu
objetos¢ to1 —4 - % = %
Za dobre narysowanie figury — 3 pkt. Za uzasadnienie, ze tak narysowana figura to czworoscian

foremny przyznajemy 2 pkt. Za policzenie szukanej objetosci, ale z niewielkimi btedami — 6-9
pkt.

Prosimy nie udostepniaé¢ nikomu zadan przed oficjalna ich publikacja na stronie konkursu.




10.

Zatozmy, ze w kazdym wierszu liczba kratek pomalowanych tym samym kolorem jest inna. Wow-
czas kratek pomalowanych jednym kolorem w tej tablicy bytoby 0+ 1+ 2+ .- 4+ 14 = 105.
Poniewaz mamy trzy kolory, to liczba pomalowanych kratek wynositaby 3 - 105 = 315. Jednak
tablica ma 225 kratek. Sprzecznos$¢ ta dowodzi, ze istnieja wiersze o tej samej liczby kratek
pomalowanych tym samym kolorem.

Prawa strona jest catkowita, wiec lewa strona réwniez musi taka byé. Zatem na pewno n jest
nieujemna. Gdy n > 2, prawa strona jest iloczynem liczb, z ktérych przynajmniej jedna ma w
rozkladzie na czynniki pierwsze liczbe wieksza od 2. Prawa strona takich nie ma, wiec n > 2 nie
moga byé¢ rozwigzaniem. Pozostaja do sprawdzenia liczby 0 i 1, dla ktérych prawa strona jest
zerowa, a lewa nie. Zatem réwnanie to nie ma rozwigzan.

Za rozwazenie tylko skoniczenie wielu przypadkow nie przyznajemy punktéw. Za wykluczenie
liczb ujemnych — 3 pkt.

Prosimy nie udostepniaé¢ nikomu zadan przed oficjalna ich publikacja na stronie konkursu.




