Dolnoslaskie Mecze Matematyczne 2021 /22

Mecz 3 (licea, runda eliminacyjna)

. Pokaz, ze dla kazdego n naturalnego liczba 273 + 27 jest podzielna przez 9.

. Dany jest okrag w i punkt P poza okregiem. Z punktu P poprowadzono dwie proste k i £ takie,
ze k jest styczna do w w punkcie A, a ¢ przecina w w punktach B i C' (B blizej P). Wiadomo,
ze odcinek PA jest dwukrotnie dluzszy od PB i dwukrotnie dtuzszy od PC skréconego o 7. Podaj
dlugosé odcinka PA.

. Udowodnij, ze dla dowolnego n € N zachodzi podzielnosé 4|n* + 12n3 + 27n2.

. Rozwiaz réwnanie

. Jacek i Placek graja w nastepujaca gre na szachownicy n x n. Kolejno wykonuja ruch polegajacy na
umieszczeniu skoczka na wybranym przez siebie polu, ktére nie jest atakowane przez zadnego innego
skoczka (nie ma znaczenia, ktéry gracz postawil skoczka atakujacego dane pole). Gracz przegrywa,
jesli nie bedzie mogt postawié skoczka na zadnym polu.

Jacek wykonuje ruch jako pierwszy. Ktéry z graczy, w zaleznosci od wymiaru planszy, ma strategie
wygrywajaca?

. Dany czworokat wypukly przeksztalci¢ (za pomoca cyrkla i linijki) na tréjkat o takim samym polu.

. Zmajdz wszystkie liczby rzeczywiste x speliajace réwnanie:

(2% — 102% + 242 — 8)" =51 (2% — 102% + 242 —8)* =832 = 0.

. Dana jest funkcja fy zdefiniowana nastepujacym wzorem:

_J1, gdyx e (0,1]
fO(x)_{o, gdy z & (0,1]

Oraz ciag funkcji f,, zdefiniowany rekurencyjnie:
1
falz) = ifn—l(Qx) + fo1(22 — 1)
Oblicz limy, o0 frn ().

. Na plaszczyZnie dana jest prosta m oraz punkty A i B lezace po przeciwnych stronach prostej m.
Zmalez¢ na prostej m taki punkt M, zeby réznica odleglosci tego punktu od punktéw A i B byla jak
najwicksza.

Prosimy nie udostepnia¢ nikomu zadan przed oficjalng ich publikacjg na stronie konkursu.




10. W Ogrodzie Botanicznym w Grafii Abstrakckiej planowany jest remont chodnika dookota czterech
niewielkich skweréw z drzewami binarnymi. Do budowy chodnika zamdéwiono plyty o wymiarach
0,5m x 1,5m. Czy mozna tak ulozyé chodnik z plyt, aby nie trzeba bylo ciaé¢ plyt i zadne dwie
plyty sie nie nachodzily? Schemat chodnika do wyremontowania znajduje si¢ na obrazku ponizej,
przy czym male kwadraty na rysunku maja wymiary 0,5m x 0, 5m.

Prosimy nie udostepnia¢ nikomu zadan przed oficjalng ich publikacjg na stronie konkursu.
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Mecz 3 — rozwiazania (licea, runda eliminacyjna)

1. Z wyrazenia 23 4+ 2" wylgczmy 2" przed nawias. Dostajemy:
" pon = (23 4 1)2" =9 2",
co oczywiscie jest liczba podzielng przez 9.
2. Niech |PA| = . Warunki zadania méwia, ze wéwezas |PB| = £ oraz |PC| = 254,

7 twierdzenia o stycznej i siecznej mamy réwnosé

5 T z+14
Tt ==
2 2
ktéra prowadzi do réwnania kwadratowego
32% — 14z = 0,

a stad jedynym dodatnim rozwigzaniem jest z = % i wowczas |PA| = %, |PB| = %, |PC| = %.

3. nt+ 1203 +27Tn2 = (n+3)(n+ 92 =n?(n—1D(n+9)+4n2(n+9) =n?(n—1)(n+1) +8n(n —
1) +4n2(n +9)
Zauwazmy, ze 4|4n%(n+9) = n?(n—1)(n+1) +8n2(n—1) +4n?(n+9), zatem wystarczy sprawdzic,
ze 4n?(n —1)(n + 1).
Jesli 2|n, to 4|n?, zatem 4|n?(n — 1)(n + 1). W przeciwnym przypadku reszta z dzielenia n przez 4,
to 3 lub 1, zatem 4|n — 1 Iub 4|n + 1. Wtedy 4|n?(n — 1)(n + 1), co koriczy dowdd.

4. Dziedzing réwnania jest D = R\ {z: 2z =kr + 5,k € Z}

3 1 =
2 -0
T kﬂ',]{?GZ\/4 3 mm,m € 7

4
$:§k7TV{E:(4m+1)7T+g¢D

Rozwazajac reszty z dzielenie k przez 3 otrzymujemy, ze zbiorem rozwiazan réwnania jest {x : x =
dkm V & = 4k — §7}

Prosimy nie udostepnia¢ nikomu zadan przed oficjalng ich publikacjg na stronie konkursu.




5. Rozwazmy przypadek, gdy n jest parzyste. Niech pole (i, j) oznacza pole szachownicy znajdujace si¢
w i-tym wierszu i j-tej kolumnie. Zauwazmy, ze jesli Jacek dostawi skoczka na polu (7, j), to Placek
zawsze moze postawi¢ skoczka na polu (n —i+1,n — j+ 1), to jest srodkowo symetrycznie do pola,
na ktérym skoczka postawit Jacek. Rozwiazujac odpowiedni uktad réwnan na wspétrzednych, lub
zauwazajac, ze skoczki dostawione w kolejnych ruchach przez Jacka i Placka leza po przeciwnych
stronach pewnej diagonali, mozna pokazac, ze skoczek dostawiony przez Jacka na polu (7,j) nie
atakuje pola (n —i 4+ 1,n — j + 1). Zauwazmy, ze zaden inny skoczek tez nie atakuje tego pola:
w przeciwnym razie inny skoczek atakowalby pole, na ktérym skoczka kladzie Jacek, ze wzgledu na
to, ze Placek doklada swoje skoczki sSrodkowo symetrycznie. Zatem Placek ma strategic wygrywajaca.

W przypadku, gdy n jest nieparzyste, Jacek ma strategie wygrywajaca. Polega ona na potozeniu
skoczka na srodku szachownicy (rozkltad pol atakowanych przez niego jest srodkowo symetryczny
wzgledem s$rodka szachownicy). W nastepnych ruchach Jacek uklada skoczki srodkowo symetrycznie
do skoczkéw Placka. Argumentacja z poprzedniego przypadku pokazuje, ze zawsze moze wykonaé
taki ruch.

6. Sposéb I: Oznaczmy punkty czworokata jako A, B, C, D. Niech k bedzie prostg zawierajaca podstawe
AB. Skonstruujmy prosta [ réwnolegla do przekatnej DB i przechodzaca przez punkt C. Oznaczmy
punkt przeciecia prostych k il jako E. Pokazemy, ze tréjkat D BC' ma pole réwne polu tréjkata DBE.
Zauwazym, ze oba tréjkaty maja wspdlna podstawe D B. Ponadto wysokosé tréjkata opuszczona na
podstawe jest rowna odleglosci prostej zawierajacej te podstawe od punktu tréjkata ktéry do tej
podstawy nie nalezy. Skoro C' i F leza na prostej [ réwnoleglej do odcinka DB, to ich odleglosé
od prostej zawierajacej DB jest réwna, zatem wysokos¢ DBC opuszczona na bok DB jest réwna
wysokosci DBE opuszczonej na bok DB. Skoro oba tréjkaty maja réwne odpowiednie podstawy i
wysokosci, to ich pola sa réwne. Z tego wynika, ze Papr = Papp+Ppse = Paps+Ppsc = Papeb,
co nalezato pokazaé.

Sposéb II: Oznaczmy punkty czworokata jako A, B, C, D. Niech k bedzie prosta zawierajaca przekatna
DB. Mozemy skonstruowaé prostopadle do k proste I, m, przechodzgce odpowiednio przez punkty C' i
A oraz przecinajace k odpowiednio w punktach F i F. C'E jest wysokoscig tréjkata D BC opuszczong
na DB a AF - wysoko$cig tréjkata ABD opuszczong na DB. Odlézmy na prostej [ odcinek A’F’
dhugosci odcinka AF tak, zeby A’ = C' i |[EC| + |CF'| = |EF'|. Wéwczas Ppppr = 5|BD||EF'| =
LBD|(|EC|+ |CF'|) = Y|BD||EC| + 4| BD||A'F'| = 1|BD||EC| + 1| BDI|AF| = Pppc + Pppa =
Pipcp, co nalezalo pokazaé.

Prosimy nie udostepnia¢ nikomu zadan przed oficjalng ich publikacjg na stronie konkursu.




7. Zastosujemy 2 podstawienia. Najpierw podstawmy ¢t = (x?’ — 522 + 62 — 1). W wyniku tego podstawienia
réwnanie sprowadza sie do
t* 4+ 5117 — 832 = 0.

Nastepnie ponownie podstawmy u = t2, aby otrzymac
u® + 51u — 832 = 0.
Rozwiazujac tak otrzymane réwnanie kwadratowe dostajemy
u=—13 lub u = 64.

Dla v = —13 réwnanie t* = u nie ma rozwigzaii, natomiast dla u = 64 dostajemy dwa rozwiazania
t = 8 oraz t = —8. Mamy zatem 2 przypadki:

22— 1022 4+ 242 — 8 =8 23 —102% 4 242 — 8 = —8
22 — 1022 + 242 — 16 =0 22— 1022 4+ 242 =0
23— 102% 4+ 242 — 16 = 0 z(2? — 10z +24) =0

W pierwszym przypadku jestesmy w stanie z twierdzenia o pierwiastkach wymiernych wielomianu
zgadnaé rozwigzanie x = 2, a wiecc stad dostajemy

(x—2)(z? —8x+8)=0 z(z? — 10z 4 24) =0
Zakladajac, ze © # 2 1 x # 0 mozna podzieli¢ réwnania odpowiednio przez (z — 2) i x, aby dostac
2> —8r+8=0 2% —10z+24 =0

7 pierwszego z tych réwnan dostajemy rozwigzania x = 4 —2v/2 1 & = 4+ 2v/2, z drugiego natomiast
dostajemy x =4 i x = 6.

Prosimy nie udostepnia¢ nikomu zadan przed oficjalng ich publikacjg na stronie konkursu.




8.

10.

Pokazemy najpierw, ze f,(x) = 0 dla kazdego n i kazdego = ¢ (0, 1]. Indukeyjnie: dla n = 0 wynika
to z definicji z fo. Zalézmy, ze f,(xz) = 0 dla kazdego = & (0, 1]. Wezmy = spoza (0, 1] przedziatu.
Wéwezas 2z, 22 — 1 réwniez nie naleza do tego przedziatu, zatem fo11(2) = 5 fr1(22) + foo1(22 —
1) =04 0 =0, czyli teza zachodzi.

Teraz weZzmy x nalezacy do (0, 1]. Tylko jedna z liczb 2x, 22 — 1 nalezy do tego przedzialu. Stwérzmy
ciag x, W nastepujacy sposob:

]
]

Woéwezas fr(xo) = (%)k frn—1(x1) gdzie k =0 gdy = < % i k = 1 w przeciwnym przypadku. Indukcyjnie
fa(@o) = (5)Ffa_i(xi) dla pewnego calkowitego k < n — i, Zatem fu(zo) = (1) fo(an) = (3%
dla pewnego calkowitego k, < m. Aby obliczy¢ lim, o fn(x) wystarczy wiec zbadaé lim, o kp-
Zauwazmy, ze k, odpowiada liczbie wyrazéw ciagu z o indeksach z przedziatu (0, n], ktérych wartosé
miesci sie w przedziale (%, 1]. Poniewaz jednak dla kazdego z; < % nastepne wyrazy ciagu zwiekszaja
sie dwukrotnie az beds wieksze od %, to w ciggu istnieje nieskoriczenie wiele wyrazéw wiekszych od
%. Wynika z tego, ze lim, oo ky = 00. Podsumowujac: lim,,~ fn(x) = 0 dla kazdego z, co koriczy
rozwigzanie zadania.

— ol

2:[;71—17 gdyl’ S (07
To =T, Tn .
2z, 1—1, gdyz ¢ (5,

. Niech B’ bedzie punktem symetrycznym do punktu B wzgledem prostej m (rys. 18). Jezeli punkt P

jest dowolnym punktem prostej m, to

|AP — BP| = |AP — B'P| < AB'

Roéznica |[AP — BP| osiaga zatem swa najwieksza wartosé, réwng dhugosci odcinka AB’, gdy |AP —
B'P| = AB, tzn. gdy punkty A, B’, P leza na jednej prostej. Jesli prosta AB’ nie jest réwnolegta do
prostej m, to szukany punkt M jest punktem przeciecia prostych AB’ i m. Prosta m jest wéwczas
dwusieczng kata AM B. Jesli proste AB’ i m sa réwnolegle, tzn. jesli punkty A i B sa réwno odlegle
od prostej m, wowczas zadanie nie ma rozwigzania.

Dowiedzione twierdzenie pozwala w prosty sposéb uzasadni¢ wazna wlasnosé hiperboli. Niech A i
As beda wierzchotkami, a F; i F5 - ogniskami hiperboli (rys. 19). Hiperbola dzieli plaszczyzne na
trzy obszary, ktore oznaczymy I, I, I11, jak na rys. 19.

Wiadomo, ze jezeli punkt P lezy na hiperboli, to |F} P+FyP| = Ay As, jezeli P znajduje sie w obszarze
I,to |F1P— FyP| < A1 Ay, jesli zas P lezy w jednym z obszaréw I lub II1, to |F1 P+ FoP| > AjAs.

Niech m bedzie prosta styczna do hiperboli w punkcie M, a P - dowolnym punktem prostej m.
Prosta m lezy (poza punktem M) w obszarze I zatem réznica |Fy P — F5P)| jest dla kazdego punktu
P réznego od M mniejsza niz A1 As, a w punkcie M osiaga swa najwickszg wartosé réwna dtugosci
Ay As. 7 dowiedzionego poprzednio twierdzenia wynika, ze prosta m jest dwusieczna kata £} M Fo,
tzn. zachodzi twierdzenie:

Styczna do hiperboli jest dwusieczna kata utworzonego przez odcinki taczace punkt stycznosci z
ogniskami hiperboli.

Policzmy ile ptyt jest potrzebne, aby teoretycznie méc wyremontowaé caty chodnik. Caly obszar
na obrazku ma wymiary 9m x 9m, natomiast skwery zajmuja lacznie pole 36m?. Zatem, poniewaz
kazda z plyt zajmuje 0, 75m?2, to do wyremontowania chodnika bedzie potrzebne 60 plyt. Pokolorujmy
szachownice jak pokazano na rysunku ponizej. Zauwazmy, ze kazda z plyt musi leze¢ na dokladnie
jednym szarym polu. Szarych pdl jest jednak 58, zatem na chodniku da sie umiesci¢ w catosci co
najwyzej 58 plyt.

Odpowiedz: Nie jest to mozliwe.

Prosimy nie udostepnia¢ nikomu zadan przed oficjalng ich publikacjg na stronie konkursu.
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Prosimy nie udostepnia¢ nikomu zadan przed oficjalng ich publikacja na stronie konkursu.




