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Mecz 3 (licea, runda eliminacyjna)

. Wyznacz wszystkie rzeczywiste rozwigzania réwnania

. Niech ciag (a,) bedzie zdefiniowany rekurencyjnie: ag = 16 oraz a,y1 = a2 — 2 dla n > 0. Podaj

sume wszystkich wyrazéw tego ciagu podzielnych przez 8. OdpowiedZ uzasadnij.

. Wysokosé tréjkata prostokatnego ABC' opuszczonej z wierzchotka C, gdzie |<BCA| = 90°, jest

srednicag kota wy. Niech D bedzie spodkiem tej wysokosci. Niech §rednica kota we bedzie AB, kota
wg — AD, a kota wy — BD. Udowodnij, ze 2|wi| = |wa| — |w3| — |wal|, gdzie |S| oznacza pole figury S.

Zalézmy, ze Ziemia jest idealng kulg o promieniu 6400 km. Jak daleko od siebie mozna postawié¢ na
jej powierzchni dwie wieze o wysokosci 1000 metréow tak, by ze szczytu jednej bylo widaé¢ szczyt
drugiej? Podaj odleglos¢ miedzy szczytami wiez.

Vri—14+v2441 1
s =1L

. Niech f(z) = |22 — |22 + z — 1|]. Wyznacz, w zaleznosci od parametru m, liczbe rozwigzani réwnania

f(x) =m.

Sposraod liczb 0,1,2,...,2023 wylosowano jednostajnie ze zwracaniem pieé liczb a, b, ¢, d, e. Oblicz
prawdopodobietistwo, ze a® + b? + ¢ + d? + €2 daje reszte 5 przy dzieleniu przez 8.

. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba n™ 4 n5+3 4 n97+2 1 137+l jest podzielna

przez n? + 1.

. Niech ABC bedzie tréjkatem prostokatnym, w ktérym |[<ACB| = 90° oraz |[<BAC| < |[<ABC|.

Niech I oznacza srodek okregu wpisanego w tréjkat ABC' i niech D oznacza punkt przeciecia prostych
Al oraz BC. Punkt P jest takim punktem na przedtuzeniu odcinka AC, ze

|AD| _ |BP|
|AC| — |BC|

Wykaz, ze |<I BC| = |<IPC|.

. Ile rozwigzan wymiernych ma réwnanie p? + ¢ = 1? Odpowiedz uzasadnij.

Czy istnieje taki zbiér A C R i funkcja f: A — R, ze f jest jednoczesnie rosnagca i malejaca na calej
dziedzinie?
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Mecz 3 — rozwiazania (licea, runda eliminacyjna)

1. Zauwazmy, ze a1 = 6 mod 8, wiec az = 2 mod 8. Dla dowolnego n € N mamy, ze jesli a, = 2
mod 8, to an+1 = 2 mod 8. Zatem, korzystajac z zasady indukcji matematycznej mamy, ze jesli
n > 2, to a, = 2 mod 8. Zatem jedynym wyrazem tego ciagu jest ag = 16 i tyle wynosi suma
wszystkich jego wyrazéw podzielnych przez 8.

2. Niech |AD| = a, |BD| = b, |CD| = h. Wtedy |wi| = ™2 |wy| = ’f“ﬁf’”"’, ws| = T2 Jwy| = T2,

Zatem |wa| — |ws| — |wa| = ™82, co z wlasnosci wysokosci opuszezonej z wierzcholka tréjkata
. L 2 . < ..
prostokatnego jest réwne % = 2|w1|, czego nalezalo dowiesé.

3. Zauwazmy, ze w szukanej konfiguracji linia taczaca szczyty wiez jest styczna do powierzchni Ziemi.
Wobec tego punkt stycznosci tej linii z powierzchnia Ziemi, szczyt pierwszej wiezy i srodek Ziemi
stworza tréjkat prostokatny o przyprostokatnych 6400km i x oraz o przeciwprostokatnej 6401 km.
7 twierdzenia Pitagorasa wynika wowczas, ze

x = /64012 — 64002 km = 12801 km = 113.1415 km.

Wynikiem zadania jest odleglos¢ miedzy szczytami wiez, czyli dwukrotnosé obliczonej przez nas
odleglosci od szczytu wiezy do punktu stycznodci linii tgczacej szczyty z powierzchnig Ziemi. Zatem
wynikiem jest

2z = 2v/12801 km =~ 226.2830 km.

4. Podstawmy t = 2*. Wtedy réwnanie przyjmuje postaé

VEST+VEFT

1.
2
Podniesmy obie strony do kwadratu, mamy wtedy
2+ 2V/E-TVEFT

4 Y

czyli réwnowaznie

VEi—=1vt+1=2—1t.

Ponownie podnie$my obie strony do kwadratu. Uzyskamy wtedy

2 —1=4—4t+ %

czyli
. 5
=7
4
Powracajac z podstawieniem otrzymujemy z = i% i podstawiajac bezposrednio do poczatkowego

réwnania potwierdzamy, ze sa to jego rozwiazania.

Uwaga: obustronne podniesienie do kwadratu nie jest przeksztalceniem réwnowaznym i nalezy zwrécié
na to uwage przy ocenianiu.



5. Zauwazmy, ze funkcja f(r) = |2 —|r2+2—1|| podana w tresci zadania na odpowiednich przedziatach
jest zwykla funkcja kwadratowa. Roztézmy funkcje f w tenze sposéb, okreslajac dla obu moduléw
z jej definicji znak argumentu modutu:

(a) 224+ 2 —1>0o0raz —x +1 > 0:

-1-5 —1+\/5)
2 ’ 2

zbiorze funkcja f zachowuje sie jak funkcja x — —x + 1, a wiec przyjmuje po jednym razie
wartosci ze zbioru [0, 3_7‘/5] U [3+T\/57 +00).

Ten warunek jest réwnowazny koniunkcji warunkéw = ¢ < oraz x < 1. Na tym

(b) 22+ 2z —-1>0oraz —v+1<0:
—1-v6 -1+
2 0 2

Ten warunek jest réwnowazny koniunkcji warunkéw x ¢ ( ) oraz x > 1, a wiec
jest on réwnowazny warunkowi z > 1 i na tym zbiorze funkcja f zachowuje sie jak funkcja

x +— x — 1, a wigc przyjmuje po jednej wartosci ze zbioru (0, 4+00).

(c) 22+x—1<0oraz 222 +2—1>0:

Ten warunek jest réwnowazny koniunkcji warunkéw = € (_1_‘/5, _1+‘/5) oraz r & (—1 1),

2 2 12
czyli z € (_15\/5, -1 U [%, _1‘5‘/5). Na tym zbiorze funkcja f zachowuje sie jak funkcja = +—

222 + o — 1, poniewaz wtedy |22 + 2 — 1| = —(2? + 2 — 1) z pierwszego warunku, f(z) =
|22 — (—(22 + 2 —1))| = |222 + x — 1] i z drugiego warunku to bedzie réwne 222 +z — 1.
Wierzcholek paraboli 222 + 2 — 1 wystepuje dla argumentu = = %, a wiec na przedzialach

40
(71%‘/5, —1] i [%, 71%‘/5) funkcja bedzie réznowartosciowa, a wigc doda po jednej przyjetej

wartosci dla zbioru [0, 3+—2‘/5) oraz po jednej przyjetej wartosci dla zbioru [0, 3_2‘@).

(d) 22+2z—-1<0oraz 222 +2—-1<0:

Ten warunek jest réwnowazny koniunkcji warunkéw = € (_15‘/5, _1;‘/5) oraz r € (—1, %),

czyli x € (‘15‘/5, %) Na tym zbiorze funkcja f zachowuje sie jak funkcja x — —22% — x + 1,
poniewaz wtedy |22 +x—1| = — (22 +x—1) z pierwszego warunku, f(z) = |22 —(—(22+2—1))| =
1222 + 2 — 1] i z drugiego warunku to bedzie réwne — (222 + x — 1) = —22? — x + 1.

Wierzcholek paraboli —222 — z + 1 wystepuje dla argumentu x = i, a wiec na tym przedziale
funkcja przyjmie po dwa razy wartosci ze zbioru (0, 9) i dokladnie raz, w wierzchotku, wartosé
9

Q-

Podsumowujac, gdy:

m < 0, wynikiem jest 0;

e m = 0, wynikiem jest 3;

m € (0, 37\/5), wynikiem jest 6;

2
*m = 3_2‘/5, wynikiem jest 5;
®mE (3_2‘/5, 9), wynikiem jest 4;

o m = %, wynikiem jest 3;

m > %, wynikiem jest 2.
Uwaga: pomimo tego, ze 3‘*'2—\/5 pojawia sie jako koniec przedziatu w opisach zbioréw wartosci poszczegélnych
czesel funkeji f, nie pojawia sie w koncowym wyniku, poniewaz przypadek (c) dodaje po jednym

wystapieniu wartosci z przedziatu [0, 3+2‘/5), a przypadek (a) po jednym wystapieniu wartosci z przedziatu

[%, +00), a wiec efektywnie tacznie dodaja po jednym wystapieniu kazdej nieujemnej wartosci.

Ponizej zamieszczamy wykres funkcji f.



s

6. Zauwazmy, ze a®> + b®> + c® + d? + € daje reszte 5 z dzielenia przez 8 wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie liczby a, b, c,d, e sa nieparzyste lub dokladnie jedna z nich jest nieparzysta i dokladnie
jedna lub doktadnie trzy pozostale sa niepodzielne przez 4.

Zauwazmy, ze w zbiorze {0, 1, ...,2023} doktadnie polowa liczb to liczby nieparzyste, wiec prawdopodobieristwo
uzyskania pierwszego przypadku to
1\> 1
(5) =

Zauwazmy, ze w zbiorze {0, 1,...,2023} dokladnie czwarta czesé liczb to liczby parzyste niepodzielne
przez 4, jak réwniez dokladnie czwarta czesé liczb to liczby parzyste podzielne przez 4, zatem
prawdopodobieristwo uzyskania drugiego przypadku to

1[4\ 1 /1\* /4y /1\* 1 1 /1 1 5
5. . N i JAZ) Z)l=5.2 (4= ) =2,
2 1/ 4 \4 3 4 4 2 \64 64 64
Oba przypadki byly roztaczne, wiec sumaryczne prawdopodobienistwo wynosi
1,5 7
32 64 64
7. Sposdb pierwszy

Zauwazmy, ze
n9n+2 + = nn(n8n+2 + 1) _ nn((n2)4n+1 + 1)_

Ze wzoru skréconego mnozenia a2kt 4 p2ktl — (a + b)(a% —aZ 1y 4 b%) whioskujemy, ze
(n?)#+1 11 jest podzielne przez n? + 1.

Analogicznie zapisujemy
nl3n+1 + n5n+3 — n5n+3(n8n—2 + 1) — nn((n2)4n—1 + 1)

i otrzymujemy ten sam wniosek.

Suma liczb n®" 2 4-n™ i n137+1 L5743 jest zatem podzielna przez n?+1, bo jej skladniki sa podzielne
przez n? + 1.

Sposdb drugi
Rozwazmy wielomiany P(z) = 2" + 2573 4 29"+2 4 2137+ oraz Q(z) = 22 + 1. Udowodnimy, ze

wielomian @ dzieli wielomian P w pierscieniu wielomianéw Z[z].

Zauwazmy, ze wielomian ) ma pojedyncze pierwiastki zespolone i oraz —i i zadnego wiecej. Skoro
P(i) = P(—i) = 0, to z twierdzenia Bézouta wynika, ze wielomian P jest podzielny przez wielomian
() w pierscieniu Z[z], a zatem dla dowolnej liczby catkowitej m liczba P(m) jest podzielna przez
Q(m). Podstawiajac m = n uzyskujemy teze.



8.

10.

Zauwazmy, ze skoro I jest sSrodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC, to I jest punktem przeciecia
sie dwusiecznych, zatem pélprosta AD jest dwusieczna. Oznaczmy |<BAC| = «, wéwczas |[<ADC| =
90° — 5. Skoro tréjkaty ADC i BPC sg prostokatne, to mamy réwnosci

(cD| _ \/IADI —[ACI*  [laD]® —jac)? _ flap? \/(mm)

|AC| — |AC| |AC|? |AC? |AC

]BP\ BPP \BP)>—|BC)> /IBP=|BC]* |cp|
\BC! IBC|? IBC|? |BC]| |BC|

Z cechy bok-kat-bok tréjkaty ADC' i BPC' sa podobne, zatem w szczegélnosci |[<BPC| = |[<ADC| =
90° — 5. Ponadto, skoro I jest punktem przecigcia si¢ dwusiecznych, to mamy

|<<ABC| n |<BCA]

180° = [BIC| + |<IBC| + [<BCI| = |<BIC| + — 5

= |<BIC| + 45° — % +45°,

skad dostajemy |<BIC| = 90° + §. Z faktu, ze w czworokacie BIC P przeciwlegle katy maja miary
sumujace sie do 180° wnioskujemy, ze na tym czworokacie daje sie opisa¢ pewien okrag w. Katy
<UBC oraz <IPC sa zatem katami wpisanymi w okrag opartymi na tym samym tuku, wiec maja
réwne miary.

. Niechp=2,q= g, gdzie a,b,c € Z, oraz a i b sy wzglednie pierwsze. Wtedy réwnanie p? + ¢* = 1

przeksztalcamy do a? 4 b? = 2.

Niech a = m? — 1, b = 2m, gdzie m jest parzyste. Zauwazmy, ze istnieje nieskonczenie wiele parami
réznych par liczb a i b takiej postaci i zawsze m? — 1 oraz 2m sg liczbami wzglednie pierwszymi, wiec
rozwigzan réwnania p? 4+ ¢> = 1 jest nieskoriczenie wiele.

Tak, przykladem takiego zbioru jest A = {0} i dowolna f : {0} — R. Wynika to z definicji funkeji
rosnacej i malejacej: gdy dziedzina ma mniej niz dwa elementy, funkcja spelia zaréwno definicje
bycia rosnacag i malejaca. Innym przyktadem jest funkcja f: @ — R.



