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Mecz 3 (SP 7-8, runda eliminacyjna)

10.

Liczbe naturalng nazywamy pomararnczowg, gdy jest ona suma pewnych czterech kolejnych liczb
naturalnych. Ile wynosi suma wszystkich mniejszych niz 100 liczb pomaranczowych o cyfrze
jednosci 27

Liczbe naturalna czterocyfrowa nazywamy zielong, jezeli jej wszystkie cyfry sa rozne, zadna nie
jest zerem, a jej cyfra jednosci jest sumg pozostatych jej cyfr. Ile jest liczb zielonych?

W czworoscianie foremnym o krawedziach dtugosci 1 potaczono érodki krawedzi. W ten sposéb
wewnatrz czworoscianu otrzymano szescio$cian. Ile wynosi objetosé szescioscianu?
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Przypomnijmy, ze obj¢tos¢ czworo$cianu foremnego o krawedzi diugosci a wynosi “5=.

Pole trojkata ABC' jest rowne 1. Punkt D lezy na polprostej AB tak, ze |AD| = 2|AB|, punkt
E lezy na potprostej BC tak, ze |BE| = 2|BC|, a punkt F lezy na poétprostej C'A tak, ze
|CF| = 2|CA|. Ile wynosi pole trojkata DEF?

Liczba 3211000 jest siedmiocyfrowa liczba autobiograficzng, poniewaz w zapisie ma 3 zera, 2
jedynki, 1 dwojke, 1 trojke, 0 czworek, 0 piatek, 0 szostek. Znajdz jedna czterocyfrowa liczbe
autobiograficzng. Uwaga: Wystarczy, ze podasz liczbe i uzasadnisz, ze speilnia ona warunki
zadania. Nie potrzeba wyjasnia¢ metody jej znajdowania.

Doroste biedronki maja zawsze 4, 5 albo 6 kropek na grzbiecie. Biedronki z parzysta liczba
kropek zawsze mowia prawde, a te z nieparzysta zawsze ktamig. Pewnego razu spotkaly sie 4
doroste biedronki. Pierwsza twierdzita, ze maja w sumie 17 kropek na grzbietach, druga, ze maja
ich 18, trzecia - 19, a czwarta - 20. Rozstrzygnij ile kropek miata na grzbiecie kazda z biedronek.

Czy da sie wydtuzy¢ bok dowolnego kwadratu o tyle procent, by jego pole réwniez wzrosto o tyle
samo procent? Jesli tak, to o ile? W przeciwnym przypadku uzasadnij.

Jarek w ciagu dwunastu lat spotkal kontrolera biletéw w autobusie doktadnie trzy razy. Pokaz,
ze musi sie zdarzy¢ tak, ze przez trzy kolejne lata nie spotkat zadnego kontrolera.

W kawiarni znajduja sie wylacznie dwa rodzaje oséb: osoby catkowicie prawdomoéwne oraz
ktamcy. Przy stoliku siedza dwie osoby. Jedna z nich powiedziala: ,moja kolezanka ze sto-
lika twierdzi, ze zawsze kltamie”. Kto siedzi przy stoliku?

Odzial piechuréw jest zmuszony przeprawi¢ sie przez rzeke. Niestety zerwat sie most, a woda jest
zbyt zimna i glteboka, zeby przejs¢ w brod. Szczedliwym trafem troje malcow ptynie w malerikiej
todce, w ktorej zmiesci sie albo piecioro malcéw, albo jeden piechur. Malcy wyrazaja serdeczng
che¢ pomocy. Czy uda sie przeprawié¢ przez rzeke catemu oddziatowi, jesli liczba piechuréw jest
parzysta? Czy bytoby to mozliwe, gdyby malcow byto tylko dwoje?

Prosimy nie udostepniaé¢ nikomu zadan przed oficjalna ich publikacja na stronie konkursu.
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Oeb:

Mozna sprawdzi¢ po kolei warunek dla kazdej z liczb 12,22, ...,92. Mozna roéwniez zauwazy¢, ze
suma pewnych czterech kolejnych liczb naturalnych jest zawsze liczba dajaca reszte 2 z dzielenia
przez 4, poniewaz

n+(n+1)+n+2)+(n+3)=4n+6=4n+1)+2.

7 powyzszego rachunku wynika rowniez, ze kazda liczba dajaca reszte 2 z dzielenia przez 4 i
nie mniejsza niz 6 daje sie przestawi¢ w postaci takiej sumy. Stad juz tatwo wywnioskowad, ze
szukana suma wynosi

22 +42 + 62 4 82 = 208.

Za rozwigzanie, gdzie uczen sprawdza warunek dla wszystkich liczb po kolei recznie, dajemy
maksymalnie 8 punktow.

Za obserwacje, ze sumy czterech kolejnych liczb naturalnych sa liczbami dajacymi reszte 2 z
dzielenia przez 4 — 4 pkt.

Odpowiedz: 42.

Po pierwsze, zauwazmy, ze cyfra jednosci musi by¢ wieksza lub rowna 6, poniewaz 6 = 14243,
czyli jest to najmniejsza suma trzech réznych cyfr, ré6znych od 0. Jest to jedyne przedstawienie
szostki w ten sposob. Kazde przedstawienie cyfry jednosci w postaci sumy tych trzech réznych
cyfr generuje nam 6 liczb zielonych. Czyli w przypadku szostki dostajemy 1236, 1326, 2136,
2316, 3126, 3216. Pozostaje sprawdzi¢, na ile sposobow da sie przedstawi¢ cyfry 7, 8,9 jako takie
sumy. 7=14+2+4,8=1424+5=14+344,9=1424+6=1+3+4+5=2+3+4. Poniewaz
otrzymalismy 7 mozliwych rozktadéw i zadne dwa z tych rozktadéw nie daja tej samej liczby, to
liczb zielonych jest 7 -6 = 42.

Za zauwazenie, ze cyfra jednosci musi by¢ nie mniejsza niz 6 — 2 pkt.

Za bledne policzenie, ile liczb generuje jeden rozktad, odejmujemy 3 pkt.

Rysunek tych figur prezentujemy ponize;.

Aby obliczyé¢ objetosé szescioscianu wystarczy wziaé objetosé wyjsciowego czworoscianu i od-
ja¢ objetos¢ czworoscianow AEFH, BFGI, CEGJ oraz DIHJ. Sa to czworo$ciany foremne,

Prosimy nie udostepniaé¢ nikomu zadan przed oficjalna ich publikacja na stronie konkursu.




poniewaz maja wszystkie krawedzie dtugosci % Wynika to z faktu, ze odcinek taczacy srodki
dwoch krawedzi w trojkacie rownobocznym ma dtugosé réwna potowie dtugosci krawedzi (wynika
to z podobieristwa trojkatow). Czyli szukana objeto$é wynosi
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Za poprawny rysunek przyznajemy 3 punkty.
Za rozwiazanie poprawne, ale bez uzasadnienia, ze obcinane czworo$ciany sg foremne, odej-
mujemy 3 punkty.

Zaczynamy od potaczenia punktéow A z E, Bz F i C z D. 7 warunkéw zadania wiemy, ze

AB| = |BD|, |BC| = |CE], |CA| = |AF].

F

E

Zauwazmy, ze trojkaty ABC i ABF maja podstawy AC i AF réwnej dlugosci i ta sama
wysokosé. A zatem maja rowne pola. Analogicznie dostajemy, ze trojkaty ABC i BC'D oraz
ABC i CAFE maja rowne pola. Dostalismy wiec, ze trojkaty ABF, BCD i CAE maja pola
rowne 1. Przeprowadzajac podobne rozumowanie dostajemy, ze trojkaty ABF i BFD, BCD i
CDE, CAE i AEF maja rowne pola. Stad pole trojkata DEF jest suma pol siedmiu tréjkatow
o polach réwnych 1, czyli wynosi 7.

Za zauwazenie rownosci odpowiednich odcinkéow — 1 pkt.

Za zauwazenie rownosci pol wybranych dwoch trojkatow — 3 pkt.

Sa dwie takie liczby: 1210 i 2020. Mozna ich szuka¢ nastepujaco. Po pierwsze, z konstrukeji liczb
wynika, ze suma ich cyfr musi wynosié¢ 4. Po drugie, réwniez z konstrukeji wynika, ze wszystkie
cyfry musza by¢ nie wieksze niz 3. Jedyna liczba w ktoérej mogltaby pojawié sie cyfra 3 to 0003,
ale nie spelnia ona warunkéw zadania. Czyli liczba tysiecy moze wynosi¢ albo 1 albo 2. Dalej
juz pozostaje wpisa¢ cyfry 0, 11 2, tak aby cyfra spelniata warunki.

Podanie jednej z tych liczb oraz uzasadnienie, ze spelia ona warunki zadania uznajemy za
petne rozwigzanie warte maksymalnej liczby punktéow. Nie wymagamy wyjasniania, jak uczen
znalazl te liczbe.

Za obserwacje, ze suma cyfr musi wynosi¢ 4 — 4 pkt.

Za obserwacje, ze wszystkie cyfry musza by¢ nie wieksze niz 3 — 2 pkt.

Za wszelkie inne poprawne obserwacje przyznajemy 0-4 pkt.

Odpowiedz: Trzecia biedronka ma 4 kropki na grzbiecie, pozostate maja 5.

Po pierwsze zauwazmy, ze biedronki, ktore zawsze ktamia, muszg mie¢ 5 kropek na grzbiecie.
Po drugie, co najmniej 3 z biedronek musialy ktamaé. Czyli mozliwe sumy jakie mogty sie
zdarzy¢ na spotkaniu to 5+54+5+4 =19, 54+5+54+5=20lubb+5+5+6 =21. Ale
20 odpada, bo wtedy czwarta biedronka moéowita by prawde i miata 5 kropek, a tak nie moze si¢
zdarzy¢. I 21 odpada, bo wtedy zadna biedronka nie moéowita by prawdy, a ktéras miata by 6
kropek na grzbiecie. Czyli trzecia biedronka méwi prawde.

Za zauwazenie, ze co najmniej 3 biedronki maja 5 kropek — 4 pkt.

Prosimy nie udostepniaé¢ nikomu zadan przed oficjalna ich publikacja na stronie konkursu.




10.

Odpowiedz: Jedyna mozliwoscig jest zmiana o 0%.
Niech dtugosé boku kwadratu wynosi a, a procent, o jaki wydtuzamy — . Wtedy pole nowego
kwadratu wyniesie (1 + 155

wyniesie ((1 4+ -%)a)?, bo kazdy z bokéw jest wydtuzamy. Otrzymujemy réwnanie (*
100

()= (1))

T

Upraszczamy, otrzymujac (1 + 1“’06—0) = (1 + %)2, czyli 1+ 155 = 1, a zatem z = 0.
Za nieskomentowanie dopuszczalnosci obustronnego dzielenia przez zmienng odejmujemy 1-2

Ja?, bo zwigkszyto sie o x procent. 7 drugiej strony to samo pole

punkty. Za zapisanie réwnania (*) przyznajemy 4 punkty.

Podzielmy dwanascie lat z zadania na cztery zbiory: {1,2,3},{4,5,6}, {7,8,9},{10,11,12}.
Zbiory sa cztery, a kontrole trzy — zatem w ktoryms z tych zbiorow kontrola nie wystapita
(z zasady szufladkowej Dirichleta — nie odejmujemy punktéw za niepowotanie sie na te nazwe,
lecz warto wspomnie¢, ze ona istnieje). Lata nalezace do tego zbioru to trzy nastepujace kolejno
lata bez kontroli.

Autor wypowiedzi nie jest prawdoméwny. Kolezanka moze by¢ albo prawdoméwna, albo nie.

Kolezanka nie mogta powiedzie¢, ze klamie, poniewaz bez wzgledu na jej prawdomoéwnosé
zdanie nie ma sensu. Jesli kolezanka jest prawdomoéwna, sktamata - wiec sprzeczno$é. Jesli
ktamie, to powiedziata prawde - sprzecznos$é¢. Zawsze powiedziataby, ze méwi prawde.

Za rozwiazanie, w ktéorym dopuszczono, ze autor wypowiedzi moze méwié¢ prawde nie przy-
znajemy punktow. Za poprawne ustalenie, ze autor jest ktamca, przy pominieciu jednego z
mozliwych ,statusow” kolezanki przyznajemy maksymalnie 5 pkt. Za poprawne wskazanie sta-
tusu obu os6b przyznajemy 10 pkt.

Odpowiedz: W pierwszym rejsie na druga strone rzeki przepltyneli dwaj malcy. Jeden pozostal,
drugi wrocit i wysiadl. Nastepnie do to6dki wsiadl jeden piechur i przeptynat rzeke i pozostat
na drugim brzegu, zas czekajacy tam malec wrocit. Operacje mozemy powtorzy¢ dowolng liczbe
razy. Liczba piechuréw nie gra zatem roli — przewiezienie ich jest zawsze mozliwe. Ponadto trzeci
malec nie jest potrzebny.

Za negatywna odpowiedZ nie przyznajemy punktéow. Za pozytywna odpowiedZ uzywajaca
calej trojki malcow przyznajemy maksymalnie 6 pkt.

Prosimy nie udostepniaé¢ nikomu zadan przed oficjalna ich publikacja na stronie konkursu.




