Dolnoslaskie Mecze Matematyczne 2021 /22

Mecz finalowy (licea)

1. Ciagi gn, pn sa zadane nastepujacymi zaleznosciami rekurencyjnymi:

ar, gdyn =0 b1, gdyn =0

qn = { a9, gdyn=1 Pn = { ba, gdyn =1

In—-1+ qn-2, gdyn > 2 Pn—1+ Pn—2, gdyn >2

Niech ay,a2,b1,ba € Ri (by,b2) # (0,0). W zaleznosci od a1, as, b1, by oblicz lim an

2. Udowodnij, ze dla wszystkich « € R zachodzi nieréwnos¢ sin(cos x) < cos(sin z).

3. Czy istnieje taka tréjka liczb naturalnych (n,m, k), ze liczby n i m sa pierwsze oraz

n2l L mb — 20229

4. Pokaz, ze dla dowolnego n € N, n > 2 zachodzi réwnosé
n n—m —_
mk () ("3") _9.3n—2
(%) '
m=0 k=0 2

5. Wyznacz z dokladnoscia do 0,001 jedyny pierwiastek rzeczywisty wielomianu % + 2z + 1.

6. W trojkacie ABC zaznaczono punkty D i F odpowiednio na bokach BC' i CA w taki sposéb, ze
<DAE = <DBEF oraz [AXE] = [BXD] dla X bedacego punktem przeciecia odcinkéw AD i BE,
gdzie [F] oznacza pole figury F. Udowodnij, ze odcinki CD i CE maja réwna dlugosc.

7. Jacek i Placek graja w warcaby na walcu na planszy 8 x 8.
Wprowadzamy uktad wspétrzednych, jak na rysunku obok (np.
pole w lewym gérnym rogu planszy ma wspéhzedne (0,7)).
Przez rg(n) oznaczamy reszte z dzielenia liczby n przez 8. Ruch
polega na przemieszczeniu pionka stojacego na polu (a,b) na
pole (a 1 1,7g(b +2 1)), lub na pole (a £; 2,75(b 2 2)), jesli
na polu (a +1 1,78(b £2 1)) znajduje sie pionek przeciwnika,
gdzie £1, +9 oznaczaja dowolny ze znakéw + lub —. W drugim
przypadku pionek przeciwnika jest usuwany z planszy. Gra
koriczy sie w momencie, gdy na szachownicy zostang pionki tylko
jednego koloru. Jacek gra bialymi i rozpoczyna gre, a Placek gra
czarnymi. Obaj gracze wykonuja ruchy na zmiane. Czy Placek
moze gra¢ w taki sposéb, aby bez wzgledu na ruchy Jacka gra
nigdy sie nie skoriczyta?
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8. Zétw Stefan porusza sie w nastepujacy sposéb: najpierw przemieszcza sie do przodu o x, a nastepnie
obraca sie w lewo o kat «. Stefan bedzie chodzit tak dlugo, az znajdzie sie w potozeniu poczatkowym
(to jest w takim samym miejscu i ustawiony pod takim samym katem). Sprawdz, dla jakich o € R
wedréwka zétwia sie skoniczy.

9. Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny ABC DS, w ktérym przez M oznaczamy $rodek boku
BC. Wiedzac, ze AB =41 <AMS = 75° wyznacz objetosé ostrostupa ABCDS.

10. Pokaz, ze dla nieujemnych v,z € R takich, ze 2% + y* + 2% < 3 zachodzi nieréwnosé

(m3y425)é <x2+y2+22.



Dolnoslaskie Mecze Matematyczne 2021 /22

Mecz finalowy — rozwiazania (licea)

1. Za pomocg indukcji matematycznej mozna latwo udowodnié, ze ¢q, = a1F,—1 + asF,, oraz p, =
b1Fn_1 + boF,, dla n > 1, gdzie F, jest n-ta liczbg Fibonacciego. Korzystajac z jawnego wzoru na
liczby Fibonacciego, obliczmy dana w zadaniu granice:

lim & = lim 1ty + apby
=00 P n—oo b1 Fy—1 + baFyy

) () e () (9
()5 e ()= ()
(55)" ot (155) @ at (55 0

) o (50) e nr (M5)

Uwaga: Pelne rozwigzanie obejmuje uzasadnienie wzoru na n-ta liczbe Fibonacciego oraz przeprowadzenie
kompletnego rozumowania indukcyjnego w celu wyznaczenia wzoru na g, i py.

2. Zauwazmy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej = zachodzi nieréwnosé |sinz| < |z|. Stad mamy
sin(cos ) < |sin(cosz)| < | cosx|.

Zbiorem wartosci funkcji sin jest przedzial [—1, 1], na ktérym z kolei funkcja cos przyjmuje wartosci
dodatnie. Funkcja cos jest parzysta i malejaca na przedziale [0, 1], a wiec mamy

| cos x| = cosx = cos |z| < cos(|sinz|) = cos(sin ).

3. Roéwnanie podane w tresci zadania mozemy przeksztalcié¢ réwnowaznie do postaci

mP = 2022 _ 21 _ (k674)3 _ (n7>3 — (KSTA Ty (k1318 4 6T, T 4 10y,

Skoro liczba m jest pierwsza, to czynniki wystepujace po prawej stronie powyzszej réwnosci musza
by¢ co do moduléw potegami m o catkowitych wyktadnikach. Drugi czynnik jest zawsze dodatni,
zatem nie ma potrzeby rozpatrywaé przypadkéw, w ktérych czynniki sg ujemne.

Mamy 6 przypadkéw:
(a) k574 — n7 =1 oraz k'35 4 k57407 4 pld = im0
Pierwsza réwnosé mozemy przeksztalcié réwnowaznie do postaci

T — 874 1 = (k337)2 1= BB (BT 1),

Skoro liczba n jest pierwsza, to liczby k337 — 1 i k337 4 1 muszg by¢ potegami n o calkowitych
wykladnikach. Latwo zauwazy¢, ze musza to by¢ kolejne potegi n, a wiec odpowiednio k337 —1 =
n3 1 k337 +1 =n?. Stad n* = n3 + 2, a wiec dla naturalnych n sprzecznosé.



(b) k674 _ TL7 — m oraz k1348 4 k674n7 + n14 — m4

k674

Podstawmy n’ + m za w drugim réwnaniu. Mamy

m* = (n" + m)2+ (" +m)n"+nM =Mt 2" m+m Mt 0 mntt = 301 4+ 30 T m 4+ m?

Stad 3n'* jest podzielne przez m. Jezeli m = 3, to 81 = m?* = k1348 4 g674n7 4 pl4 > 21348
co prowadzi do oczywistej sprzecznosci. W przeciwnym razie m dzieli n'4, co w polaczeniu z

pierwszoscig obu liczb oznacza n = m.

4

Po podstawieniu n = m do uzyskanego wyrazenia na m* uzyskujemy

m* = 3m! + 3m® + m?,

co jest oczywistg sprzecznoscia.
(c) kST — n7 = m? oraz k1348 4 kS74n7 4 plt = 3

7 pierwszej réwnosci k5™ > m?, wiec w drugiej
= 138 L p6TAT 1 S 1348 o d

co jest sprzecznoscia.
(d) k574 — n7 = m?® oraz k1348 4 kST4n7 4 plt = 2

7 pierwszej réwnosci k5™ > m3, wiec w drugiej
m? = 138 L p6TA,T 4 1 S 1348 o 6

co jest sprzecznoscia.
(e) k:674 _ n7 — m4 oraz k,1348 + k:674n7 + n14 = m

7 pierwszej réwnosci k57 > m?*, wiec w drugiej
o= K138 4 p6TAT Ll S 1348 8

co jest sprzecznoscig.

(f) k674 _ ’I’L7 — m5 oraz k,1348 + k:674n7 + n14 =1
Po lewej stronie drugiej réwnosci sg trzy dodatnie liczby caltkowite, a po prawej 1, co jest
sprzecznoscig.

Zaden z rozpatrzonych przypadkéw nie zakoriczyl sie znalezieniem odpowiedniej tréjki, a zatem nie
istnieje tréjka speliajaca warunki zadania.

. Przeksztalémy teze zadania do nastepujacej postaci:

mk<n> (n B m> = n(n —1)3"2
m k
m=0 k=0

Zauwazmy, ze n(n — 1)3"~2 mozna odczytaé jako liczbe sposobéw, na ktére mozna wlozyé n réznych
przedmiotéw do trzech rozréznialnych workéw i wyréznienie po jednym elemencie w kazdym z workéw
o numerach 1i2. >0 570 (") (") mozna interpretowac w ten sam sposéb, z tym ze najpierw
wybieramy m przedmiotéw, ktére trafiaja do worka 1 i wyrézniamy jeden z nich na m sposobéw, a
nastepnie k przedmiotéw, ktore trafiaja do worka 2 i wyrézniamy jeden na k sposobéw. Zaznaczmy,
ze m 1 k przebiegaja wszystkie mozliwe wartosci od 0 do n.

Poniewaz obie strony réwnania majg identyczng interpretacje kombinatoryczng, zatem sg sobie

réwne.



. Oznaczmy f(z) = 2% + 22 + 1 Wyznaczymy ten pierwiastek metoda krzywych Newtona. Z whasnosci

Darboux wiemy, ze pierwiastek znajduje sie pomiedzy —1/2, a 0. Niech g(z) = = — J}/((f)). Wtedy
0,487 > gog(—1/2) > 0,486 1 0,487 > go go g(—1/2) > 0,486 Zatem ponownie korzystajac z
whasnosci Darboux zauwazamy, ze 0,486 przybliza jedyny pierwiastek f(z) z doktadnoscia 0,001
Uwaga: Zadanie mozna rozwigzad tez bez koniecznosci uzycia metody stycznych Newtona, na przyktad
za pomocg algorytmu wyszukiwania binarnego i wtasnosci Darboux (sposdb ten jest bardziej ztozony
rachunkowo ).

. Zauwazmy, ze skoro [AXE] = [BXD], to réwniez [AED] =
[BED]. Poniewaz tréjkaty AED i BED maja wspdlna
podstawe, to ich wysokosci muszg byé¢ rownej dlugosci, zatem
czworokat ABDE jest trapezem. Z drugiej strony skoro
4DAE = 4DBE i punkty A i B leza po tej samej stronie
prostej DE, to na czworokacie ABDFE mozna opisa¢ okrag.
Z powyzszych dwéch faktéw otrzymujemy, ze ABDE jest
trapezem réwnoramiennym. Zatem tréjkat ABC' réwniez jest
réwnoramienny, otrzymujemy wiec |CE| = |AC| — |AE| = ;/
|BC| — |BD| = |CD], czyli tezg. "

. Jest to mozliwe. Zauwazmy, ze dla kazdej pary pél (a1,b1), (a1, r3(b2+4)) oba pola sa na poczatku gry
albo wolne, albo zajete przez pionki nalezace do obu graczy. Placek moze wiec graé¢ w taki sposéb, ze,
jesli Jacek ruszyt pionkiem z pola (ai, b1), to Placek rusza pionkiem z pola (a1, rg(ba+4)), zachowujac
wspomniany wczesniej niezmiennik. W ten sposéb gra nigdy sie nie skoriczy.

. Wedréwka skonczy sie doktadnie wtedy, gdy o = g, gdzie q¢ # 2km, k € Z,q € Q. Jedli ¢ = 2k, to
z6tw bedzie sie stale oddalat od polozenia poczatkowego. Dla ¢ ¢ Q i dowolnych n € N, k € Z zachodzi
gnm # 2km, bo po podzieleniu obu stron przez 7 po lewej stronie otrzymamy liczbe niewymierna, a
po prawej wymierng.

Wystarczy rozwazy¢ ¢ = §,q # 2km,a,b,k € Z. i utamek 7 jest nieskracalny. Wtedy po b ruchach
Stefan bedzie obrécony o m wzgledem potozenia poczatkowego. Niech v bedzie wektorem przemieszczenia
z6twia w n-tym kroku, gdzie n < b. Wtedy wektorem przemieszczenia zétwia w n—+b-tym ruchu bedzie
—v (wzgledem polozenia po n+b—1-szym ruchu), zatem Stefan po 2b ruchach znajdzie sie w potozeniu
poczatkowym i bedzie ustawiony pod takim samym katem, czyli jego wedréwka sie skoriczy.

. Niech X oznacza srodek podstawy ostrostupa tak jak na rysunku ponizej oraz niech |SM| = h,
|SX| = H i|BS| = l. Zauwazmy, ze skoro AMS = 75°, to
5 3—-1
cos JAMS = cos% = COS(% + g) = cos%cos% - sin%sin% = \g\/§

Zauwazmy teraz, ze z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata M BS, twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata
M XS oraz twierdzenia cosinuséw dla tréjkata M AS dostajemy nastepujacy uklad réwnan:

h? 422 =2
H? +22 =12 :
2 2 _ V3-1p _ 2
h? + (2V/5) 4\/52\/§h_l
Podstawiajac pierwsze réwnanie do trzeciego dostajemy:

20 — (V30 — V10)h = 4
16 4

Nastepnie z drugiego réwnania wyznaczamy H:

16 108 64
fﬁ:V%uo+m¢$—4= — 4=

3
) 5

3



Szukana objetosé ostrostupa wynoci zatem
108 64 ~ 16 /108 64

10. Niech x = ta,y = tb, z = tc dla pewnych a, b, c,t € R. Podstawmy je do nieréwnosci z tezy.
(w3y4z5)% <2242 422 = ((ta)*(tb)*(tc)®)® < (ta)*+ (th)* + (tc)* <= (a3b4c5)% < a*+b*+¢?
Mozemy zatem zalozyé, ze 22 + y? + 22 = 1. Wtedy

1
3, .4, 5\3
(x3y4z5)é§(—x +y +Z) <l=2a?4y*+ 22

co dowodzi teze zadania.



