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Udowodnij, ze jesli liczba naturalna jest iloczynem pieciu kolejnych liczb naturalnych dodatnich,
to jest takze suma pewnych pieciu kolejnych liczb naturalnych.

Na przyjecie przyszly wytacznie malzenstwa. Na koniec zabawy wszyscy goscie zegnaja sie
usciskiem dloni ze wszystkimi, oprocz swojego matzonka. W sumie wymieniono 420 udciskdw.
Ile par przyszto na zabawe?

Magda spedzita urlop w wilgotnym lesie réwnikowym. Kazdego dnia padat deszcz albo przez caly
dzien, albo tylko rano, albo tylko po potudniu. W ciggu catego urlopu Magda miata dokltadnie
11 deszczowych porankéw, 12 deszczowych popotudni, a w sumie 13 czesciowo stonecznych dni.
Ile dni trwat urlop Magdy?

Dtugosé boku kwadratu ABC'D wynosi 10, punkt F' znajduje sie w potowie dtugosci boku AD,
natomiast punkt F dzieli bok AB w stosunku 3 : 1. Oblicz pole czworokata FFDGH.

B C

Uzasadnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x wyrazenie 5z% — 42 + 7 przyjmuje wartoéé wicksza
niz 5. Uwaga: W rozwigzaniu nie mozna uzyé wyréznika funkcji kwadratowej (A ).

Wewnatrz szesciokata foremnego ABC DEF wybrano punkt G tak, ze pole trojkata ABG wynosi
5, a pole trojkata DEG wynosi 7. Ile wynosi pole catego szesciokata?
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Wielbladzica Ala idzie z miasta A do B, natomiast wielbladzica Basia z miasta B do A. Ruszaja
w tym samym momencie i ida dokladnie ta samg trasa. Kazda z nich idzie ze stata predkoscia.
Ala dotarta do miasta B po 48 minutach od spotkania Basi na trasie. Basia dotarta do miasta
A po 5 godzinach od spotkania Ali na trasie. Ile czasu wiecej zajela cata podroz Basi?

Zmajdz jedyny trzycyfrowy dzielnik pierwszy liczby 999999995904.

. 4n 4n2—1 . .
Niech X, = \/;_= V1(+2n+)1 ,edzie n € N. Oblicz Zogzs = X1 + Xo + X3+ -+ - + Xopas.

Kacper polecial samolotem na Wyspy Bergamuta. Wylecial z lotniska w Europie o godzinie 10:00
czasu srodkowoeuropejskiego, a wyladowal na wyspach nastepnego dnia o 5:30 czasu lokalnego.
Wracajac do domu wystartowat o 8:30 czasu lokalnego, a wyladowat o 17:00 czasu $rodkowoeu-
ropejskiego, tego samego dnia. Zaktadajac, ze oba loty trwaty tak samo dtugo, ktoéra godzina
byta na Wyspach Bergamuta, gdy Kacper dolecial do lotniska w Europie?
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Dla liczby n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4), gdzie n € N chcemy znalez¢é takie m € N, ze
nn+1)(n+2)(n+3)(n+4)=m+(m+1)+(m+2)+(m+3)+ (m+4),

czyli
n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4) =5m+ 10 = 5(m + 2).

Wyznaczamy

_— nn+1)(n+2)(n+3)(n+4) Ly
5 :

Takie m jest liczbag naturalna, poniewaz majac pie¢ kolejnych liczb naturalnych n, n + 1, n + 2,
n + 3, n + 4 wiemy, ze doktadnie jedna z nich jest podzielna przez 5. Cazyli liczby m, m + 1,
m+2, m~+3, m—+4 sa kolejnymi liczbami naturalnymi, ktérych suma daje rozwazana w zadaniu

liczbe.

Odpowiedz: 15.

Zauwazmy, ze kazde dwa malzenstwa zegnajac sie ze soba wymieniaja 4 usciski. Poniewaz
malzonkowie nie wymieniaja usciskow miedzy soba, to mozemy kazde maltzenstwo potraktowac
jako jedna osobe, ktora z kazda inna osoba (malzenistwem) wymienia 4 usciski.

W standardowym problemie, gdzie n os6b Sciska sobie nawzajem rece tylko raz, liczba usciskow
Wynosi
(n—1)n
5
bo pierwsza wita sie z n — 1 osobami, kolejna jeszcze z n — 2, itd.

Zatem w przypadku, gdy liczymy po 4 usciski dloni otrzymujemy: 4 - (";1)" = 420. Stad

n—1)+n—-2)+---+2+1=

wynika, ze na przyjeciu byto n = 15 malzenstw.

Niech d bedzie szukana liczba dni trwania urlopu. Wtedy d — 12 to liczba dni, w ktére deszcz
nie padal po potudniu, a d — 11 to liczba dni, w ktore deszcz nie padat rano. Skoro nie bylo
zadnego w pelni slonecznego dnia(mamy tylko 3 opcje), to (d — 11) + (d — 12) = 13

Zatem d = 18

Odpowiedz: 17.5.

5-x

A | F 5 D

Prowadzimy odcinki pomocnicze F'G, HI oraz HJ takie, ze HI i GF sa réwnolegte, a HJ jest
do nich prostopadly. Trojkat GHJ jest trojkatem o katach: 45°, 45° i 90°, wiec |HJ| = |G J]|.
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Dlugosé te oznaczamy przez x, stad |HI| = 5 — x. Z podobienstwa trojkatow AFE i I[FH
otrzymujemy réwnoscé:

7,5 bH—=
— = = x =2
5) x
Zatem mozemy policzy¢ pole trojkata FGH : % -5 -2 =5 oraz trojkata FDG : % -5-5=12,5.

Stad pole czworokata FDGH wynosi
1254+ 5 = 17.5.

Wystarczy zauwazyc¢, ze
(522 —4x +7) —5="52" —da +2 =32 +2(z + 1) > 0.

Ostatnia nier6wnos¢ wynika z faktu, ze pierwszy sktadnik sumy po lewej stronie wynosi zero sie
wytacznie dla x = 0, a drugi dla x = %1, czyli nigdy nie jest réwna 0.

Odpowiedz: 3 - (5+7) = 36.

Prowadzac odcinki |CG| i |FG| otrzymujemy podzial szesciokata na 6 trojkatow. Wystar-
czy zauwazyé, ze sumy poél trojkatéow na przeciwko, czyli Pape + Ppea, Pece + Prage oraz
Pepa + Prac sa takie same, poniewaz podstawy kazdego trojkatoéw sa tej samej dlugodci, a
sumy wysokosci trojkatow w kazdej z par sa rowne.

Niech a oznacza predko$é¢ Ali, a b predko$é¢ Basi. Niech x to odlegltosé od miasta A do punktu

ich spotkania, a y - odlegtos¢ od miasta B do punktu ich spotkania. Z tresci zadania dostajemy
uktad réwnan
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a szukamy wartosci % Przeksztalcajac uklad rownan otrzymujemy, ze § = g, skad

i analogicznie %y = 420.

Zauwazmy, ze 999999995904 = 10'2 — 212 = 212(512 _ 1)
oraz 52 —1=G6-1DG+ DG+ 1)(5B> =5+ 1)(5* +5+ 1)(5* — 52 + 1)

Tylko ostatni czynnik (5% — 5% + 1) = 601 jest liczba trzycyfrowa, dodatkowo jest on liczba
pierwsza, zatem szukanym dzielnikiem jest liczba 601.

o dnda/(n?-1)  (InFl—2n—1)((vV2n+1)24+v2n+1V2n—1+(v/2n—1)2
C Voen—14vantl (V2n+1—v2n—T1)(v2n+1+v/2n-1))

X, mozemy znaczaco uproscié¢: X,
H(V2n+1)° — (V2n = 1))

Zatem liczac sume otrzymamy: Z, = X; + Xo + X3+ - -+ + Xopoo = %(\/_3 — \/I3 + \/_3 —
V3 VT = VB + -+ /2045° — 1/2043") = 1(2045+/2045 — 1)

W ostatnim réwnaniu po prostu zauwazamy, ze wyrazy zaczng sie skracac.

Niech d oznacza dtugos$¢ jednego lotu, a r réznice czasu miedzy Europa a Wyspami Bergamuta
wyrazong w godzinach. Rozwiazujemy uklad réownan d +r = 19.5, d — r = 8.5 (wynika z réznic
czasowych). Otrzymamy:

d = 14, r = 5.5 Zatem Kacper powroci o godzinie 22 : 30 (bo 17 + 5.5 = 22.5) czasu Wysp
Bergamuta.



