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10.

. Dany jest okrag o érodku w punkcie S i punkt D, lezacy na okregu. Promien SD przecieto cieciwg

AB, w punkcie C réznym od S. Dowiedz, ze |AB| > 2|CD)|.

. Czy kwadrat 10 x 10 da sie pokry¢ tetraminami w ksztalcie litery ,/T”, sktadajacymi sie z czterech

pél 1 x 17

. Udowodnij, ze parzystokat wypukly posiada przekatna, ktora nie jest réwnolegta do zadnego z bokdw

. Na kwadracie ABCD opisano okrag, a na nim wybrano punkt P. Pokaz, ze warto$¢ wyrazenia

|PA|? + |PB|? + | PC|? + | PD?| nie zalezy od wyboru punktu P.

. Udowodnij, ze sposrdd liczb od 1 do 15 nie mozna wybra¢ dwéch liczb, ktérych iloczyn jest réwny

sumie pozostalych trzynastu.

. Do pewnej dodatniej liczy naturalnej N dopisano po prawej 3 cyfry. Otrzymana liczba jest rowna

sumie wszystkich liczb naturalnych od 1 do N. Znajdz N.

. W kazde pole tabelki 10 x 10 wpisano liczbe naturalna. W kazdym wierszu podkreslono jedna z liczb

o najwiekszej wartosci w tym wierszu, a w kazdej kolumnie jedng z liczb o najmniejszej wartoéci w
tej kolumnie. Okazalo sie, ze wszystkie podkreslone liczby zostaly podkreslone dwa razy. Udowodnij,
ze wszystkie liczby w tabeli sg réwne.

. Punkty K i L sa $rodkami bokéw BC i DA czworokata wypuktego ABCD. Udowodnij, ze |KL| <

$ (|JAB| + |CD).

. Hania pomyslata sobie liczbe dwucyfrowa. Powiedziala Antkowi, ze jej liczba pomnozona przez 4 ma

cyfre dziesiatek rowna 7, a jesli pomnozy¢ jej liczbe przez 3, to cyfra jednosci bedzie takze 7. Jaka
liczbe pomyslata sobie Hania? Podaj wszystkie mozliwo$ci.

Oblicz sume wszystkich liczb sze$ciocyfrowych, ktore zawieraja kazda z cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6 dokladnie
raz.



Dolnoslas, ia

Dolnoslaskie Mecze Matematyczne 2024/25

Rozwigzania zadan (klasy 7-8 SP)

. 7 nieréwnosci trojkata dla AACS:
|AC| + |CS| > |AS| = |DS| = |CD| + |CS]|

|AC| > |CD|

Ponownie stosujac nieréwno$¢ trojkata dla ABC'S, otrzymujemy analogicznie | BC| > |C'D|. Dodajac
stronami nieréwnosci:

|AC| + |BC| > 2|CD|

Poniewaz punkty A, B, C' sa wspélliniowe, to |AC|+ |BC| = |AB|. Wiec |AB| > 2|CD|, co nalezato
wykazad.

. Ot6z nie. Pokolorujmy pola kwadratu w szachownice. Bedzie na niej wowczas 50 pol biatych i 50 pol
czarnych. Kazde tetramino zajmie albo trzy pola biale i jedno czarne, albo na odwrét. Poniewaz pol
jest 100, a pojedyncze tetramino zajmuje ich 4, to musimy uzy¢ 25 plytek. Pewna ich liczba bedzie
pierwszego typu (tzn. bedzie zajmowala kazda 3 pola biale i 1 pole czarne), oznaczmy te liczbe przez
k. 25 — k ptytek bedzie z kolei zajmowalo kazda 1 pole biate i 3 czarne. Ile pél biatych zajma nasze
plytki: k-3 4+ (25 — k) - 1 = 25 + 2k. Jednakze pdl bialych musi by¢ 50, a nie istnieje taka liczba
naturalna k, by 25 4 2k = 50.

. Jest 2n bokéw, a przekatnych jest %2n(2n —3) = n(2n — 3). Pojedynczy bok moze by¢ réwnolegly

do co najwyzej n — 2 przekatnych (Jest 2n — 4 pozostatych wierzchotkéw, kazdy wyznacza wcale lub

jedna réwnolegta przekatna, policzymy je dwa razy). Z zasady szufladkowej Dirichleta, skoro mamy

2n bokéw, a n(2n — 3) przekatne, to gdyby kazda przekatna byla réwnolegta do pewnego boku, to
2n—3)

pewnemu bokowi przypiszemy [TL(T} =[n-— %} = n — 1 przekatnych. Sprzecznosé.

. Niech b oznacza dhugo$é boku kwadratu. Dorysujmy przekatne kwadratu. Sa one Srednicami tego
okregu, a zatem tréjkaty AACP i ABDP sg prostokatne. Z twierdzenia Pitagorasa, zastosowanego
do obu z nich:

|PAJ* 4 |PC?| = 2v*
|PB|? 4+ |PD|? = 2b*

Po dodaniu réwnan stronami otrzymujemy
|PA]> + |PBJ* + |PC[* + |PD?| = 4b

Poniewaz bok kwadratu jest ustalony, to wartos¢ wyrazenia istotnie nie zalezy od wyboru punktu
P.

. Zalézmy nie wprost, ze taki wybor < y jest mozliwy. Teraz xy = 120 — z — y co po przeksztalceniu
daje nam (z + 1)(y + 1) = 121. Otrzymujemy zatem, ze x + 1 = 1, y+ 1 = 121 albo x + 1 =
11, y + 1 =11. W obu przypadkach dochodzimy do sprzecznosci.

. Niech dopisane cyfry tworza liczbe M, 0 < M < 999. Wéwczas otrzymana liczba jest réwna z
jednej strony 1000N + M, a z drugiej 1 +...+ N = W Po przeksztalceniu otrzymujemy, ze
N(N —1999) = 2M. Poniewaz 0 < M < 999 wiemy, ze 0 < N(N — 1999) < 1998. Jezeli N < 1999
to N(N —1999) < 0, a jezeli N > 2000 to N (NN — 1999) > 1998. Zatem N = 1999.



10.

. Wszystkie podkreslone liczby sa sobie rowne. Zatézmy, ze tak nie jest. Niech a < b beda dwoma

roznymi podkreslonymi liczbami. Wezmy ¢ lezace w tym samym wierszu co a i tej samej kolumnie
co b wiemy, ze a > c oraz ¢ > b, wiec a > b. Sprzecznoé¢. Teraz niech n bedzie dowolna liczba w
tabeli. n jest < od podkreslonej liczby w swoim wierszu, oraz jest > od podkreslonej liczby w swojej
kolumnie. Ale wszystkie podkreslone liczby sa sobie rowne, zatem n tez.

. Niech M bedzie érodkiem przekatnej AC. Teraz |[K M| = 3|AB| oraz |[LM| = 1|CD|. Korzystajac z

nieréwnosci trojkata dla tréjkata K LM otrzymujemy: |KL| < |KM|+ |KL| = 5 (|AB| +|CD]).

Skoro po pomnozeniu przez 3 cyfra jednosci wyniku to 7, to cyfra jednosci liczby Hani musi by¢ 9.
Oznacza to, ze przy pomnozeniu przez 4 wystapi przezniesienie 3 z cyfry jednosci do cyfry dziesiatek.
Stad cyfra jednosci pomnozona przez 4 daje wynik, ktorego cyfra jednosci jest 7 — 3 = 4. Zatem
cyfra dziesiatek liczby Hani to 1 lub 6, wiec liczba Hani to 19 lub 69.

Wsréd liczb z zadania, jest 5! = 5-4-3 -2 -1 takich, gdzie 1 stoi na konkretnej pozycji, np. cyfry
jednosci, dziesiatek etc. Zatem jedli obliczymy sume wszystkich tych liczb, to wkiad cyfr 1 wyniesie

51-145!-10-145!-10%-14... = 5!-10°-1 = 5!-1-(1+104100+1000+10000+100000) = 1-5!-111111.
Rozumujac analogicznie, wkiad wszystkich cyfr 2 wyniesie

2.5l 111111.
Sume liczb z tresci zadania obliczamy jako sume wkladdéw poszczegdlnych cyfr, czyli

(1+24+34+4+5+6)-5-11111 = 21-120 - 111111 = 279999720.






