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Mecz poétfinalowy (licea)

10.

. Pewna funkcja f : R x R — R spehlia warunki

f(f(@,y),y) =2 oraz f(y,[(y,2)) ==

dla wszystkich rzeczywistych x,y. Wykaz, ze dla wszystkich x,y zachodzi takze

f($7y) = f(yvx)

Jaka jest najmniejsza liczba o dokladnie 7 dzielnikach wigksza od 100 000 0007

. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x1, xo, ..., x, zachodzi nieréwnosé

(‘/x‘{+x§+...+a:£;§ /2t +ad+ .+l

. Czy istnieja takie liczby naturalne k, 1, m, n, ze k™ + 114 4+ m!4 4 ! = 101077

. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC' taki, ze AB # AC. Niech E bedzie punktem takim, ze |AE| =

| BE| oraz odcinki BE i BC' sa prostopadte. Podobnie niech F' bedzie punktem takim, ze |CF| = |AF|
oraz odcinki C'F' i BC sa prostopadle. Niech punkt D bedzie przecieciem prostej BC' i prostej stycznej
w punkcie A do okregu opisanego na ABC'. Wykaz, ze punkty D, FE, F' sg wspétiniowe.

Zmajdz wszystkie liczby rzeczywiste x spelniajace réwnanie

—2sinz(1+4sin®z+16sin* z+.. )+ (142-(1 — cos 2z)+4-(1 — cos 2z)*+...) = 1—2(v/2—1)sin z.

Czy dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej prawdziwa jest nieréwnosé z* + x > 0,97 Jezeli tak,
udowodnij; jezeli nie, wskaz kontrprzyklad i przeprowadz obliczenia na poparcie swojej tezy.

. Dana jest liczba trzycyfrowa o nastepujacej wlasnosci: abc = a® + b% + ¢ (zapis abc oznacza, ze a

jest cyfra setek, b — dziesiatek, a ¢ — jednosci). Wykaz, ze zadna z cyfr a, b, ¢ nie jest réwna 8.

. Udowodnij, ze

dla dowolnych N, M,k € N,.

Czy istnieje liczba wymierna, ktérej n-ta cyfra po przecinku (w systemie dziesietnym) jest réwna
reszcie z dzielenia liczby n™ przez 10 dla kazdego n?
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Mecz poétfinalowy — rozwiazania (licea)

1. Sposéb I Rozwazmy rodzine funkcji jednej zmiennej g, (z) = f(z,y) dlay € R. Z warunkéw zadania
wynika, ze kazda z funkcji g, jest inwolucjg, tzn. g, o g, = id. Jest tak, poniewaz

f(f (@ y)y) = fgy(2),y) = gy © gy(z).

Stad dla dowolnych z,z € R zachodzi g,(z) = 2z = ¢,(2) = z, co z definicji rodziny g, jest
réwnowazne z tym, ze f(z,y) =z = f(z,y) =z (1).

Podobnie rozwazajac rodzing hy(x) = f(y,x) dojdziemy do wniosku, ze f(y,z) =2 = f(y,2) =
z (2).

Warunek pierwszy w zadaniu: f(f(z,y),y) =« g f(f(z,y),z) =y % fly,z) = f(z,y).

Sposéb IT Zauwazmy, ze z pierwszego warunku po podstawieniu y := f(z,y) mamy

f(f($7f($7y))7f($,y)) =x.

Z drugiej strony rozwazajac wewnetrzne wyrazenie f(x, f(z,y)) i stosujac dla niego warunek drugi
otrzymamy

7 dowolnosci wyboru x i y réwnosé ta zachodzi dla dowolnych z,y. Zauwazmy, ze

Fw2) Y r, F . Fa, ) 2 Fla,y)

2. Ze wzoru na liczbe dzielnikéw wiemy, ze liczba ma 7 dzielnikéw wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci
pb. Stad wystarczy znaleZé najmniejsza liczbe pierwsza, ktorej szésta potega przekracza 108. Latwo
widaé, ze 200 = 0.64 - 10® i potem wystarczy sprawdzi¢, ze 235 > 102 jest szukana liczba.

3. Nieréwnos$é jest jednorodna, wiec mozemy podzieli¢ wszystkie zmienne przez {‘/ i +as+ ...+l
Wéwcezas wszystkie x; beda nie wigksze od 1 i oczywiscie x? < xf’ i stad

1:xlll—l—xg—l—...—l—:cisz{’—i—:p%—l—...—i—xi,

a wiec réwniez

Q/x;*+x§+...+x;§:1:{"/:c‘ll+x§+...+x;§§ §/x§’+x§+...+zg’;.

4. Rozwazmy reszty z dzielenia obu stron réwnania przez 29.

Latwo sprawdzié, ze czternasta potega dowolnej liczby naturalnej daje reszte z dzielenia przez 29
réwng 0,1 lub —1. Stad jedyne mozliwe reszty z dzielenia lewej strony réwnania to —4, -3, ..., 3,4.

Korzystajac z twierdzenia Eulera mozemy obliczy¢ reszte z dzielenia przez 29 prawej strony réwnania.
Mamy ¢(29) = 28, 10'%0 = 4 (mod 28), a wiec w konsekwencji

101" = 10% = 10000 = 24  (mod 29).

Uzyskana reszta — 24 nie jest réwna zadnej z reszt —4, —3, ..., 3,4, a wiec reszty z dzielenia obu stron
réwnania przez 29 nigdy sie nie zgodza. Stad réwnos¢ nigdy nie zajdzie.
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Niech o bedzie okregiem opisanym na ABC, a O jego srodkiem. Zauwazmy, ze {DAB = < BCA
(katy wpisane i dopisane oparte na tym samym tuku o). Wynika stad réwnosé:

JBAO =90° — 4DAB =90° — 4 BCA = S ACF.
Poniewaz tréjkaty AOB i AFC' sg réwnoramienne o podstawach odpowiednio AB i AC', to otrzymujemy:
JAOB = 4 AFC.

Teraz niech G bedzie punktem na prostej AD takim, ze GC i AB sg réwnolegle. Wéwczas:
1 1
JAGC = 4DAB = 3 JAOB = 3 JAFC,

skad F jest srodkiem okregu opisanego na AGC'. Wynika stad, ze tréjkat CF'G jest réwnoramienny.
Poniewaz BFE A réowniez jest rownoramienny oraz:

JEBA=4DBA—-90°=<4DCG —90° = 4 FCG,
to tréjkaty BEA i CFG sa podobne, skad:

|GC|  |FC|
|AB|  |EB|
Z drugiej strony z réwnoleglosci AB 1 GC' oraz twierdzenia Talesa mamy:
|GC|  |DC]
|AB| — |DB|’
skad:
|FC|  |DC]|
|EB| — |DB|’
Poniewaz:

IDBE = 4DCF =90°,
to tréjkaty DBE i CDF sg podobne, skad:
4BDE = 4CDF,

zatem D, E, F' sa wspétliniowe.
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6. Zauwazmy, ze 1 —cos 2z = 1 — (cos? z —sin? z) = (cos? z +sin? z) — (cos? z —sin? 2) = 2sin? z. Wobec

tego wyrazenie z tresci zadania mozemy przeksztalci¢. Mamy
—2sinz(1+4sin®z+16sin* z +...) + (1 +2(1 — cos2z) +4 (1 — cos 2z)* +...)

= —2sinz(1 4+ 4sin®z +16sin* 2 +...) + (1 +4sin?z + 16sin 2 +...).
Jak mozna zauwazy¢ powyzsze wyrazenia maja sens tylko wtedy, gdy ’4 sin? 9:‘ < 1, co jest rownowazne

sinz| < %, a zatem x € (J,cz (—% +km, § + k’ﬂ'). Przeksztalcajac dalej mamy zatem:

—2sinz(1+4sin®z 4+ 16sin z +...) + (1 +2(1 — cos2z) +4 (1 — cos 2z)* +...)
o oo
= —2sinz Z 2% sin%* - + Z 2% sin?* 2.
k=0 k=1

Ze wzoru na sume ciggu geometrycznego mamy

o

. 1
22% sin?* ¢ = 1 iola
Py —4sin“x
A zatem
o0 oo .
) . . 2sinx 1
—281nx222ks1n2k:c+222ksm2km: — — —
P P 1—-4sin“z 1-—4sin“z

1—2sinz - 1
(1 —2sinz) (14 2sinz) 14 2sinx

Przyréwnujac uzyskane wyrazenie do prawej strony réwnosci z tresci zadania otrzymujemy

1

—— =1-2(vV2—-1)si
1+ 2sinx (\[ )sine

Rownowaznie

1= (1 (V2 — 1)sinx) (1+ 2sinz).

4—2v2
42 — 4

oo )

zatem v = 0 lub u = et Podstawiajac z powrotem uw = sinz dostajemy sinz = 0 lub sinz = et

0=sinx (Sinx —

Podstawiajac u := sin x dostajemy:

Wiemy, ze pierwotne réwnanie mialo sens tylko wtedy, gdy [sinz| < %, zatem zaden z taki, ze

sinz = % nie moze by¢ rozwigzaniem. Zbiér rozwigzan réwnania z zadania bedzie zatem miat

posta¢ {km : k € Z}.

7. Nie. Wystarczy wzia¢ x = 1/10.

Ponizej znajduje sie rozsadna $ciezka elementarnego uzyskania powyzszego rozwiazania. Przy ocenie
tego zadania nalezy wymagaé jedynie podania dowolnego kontrprzykladu i obliczen (szacowari)
potwierdzajacych jego prawdziwosé. Obliczenia powinny by¢ wykonane bez wykorzystania kalkulatora.

Wyznaczmy pochodna funkcji f(x) = 2® + x. Mamy

/
(" +2) = (exl” +x> = (zlnz) - e 41 = (z(Inz) + (z) Inz) - +1=(1+Inz) - 2" +1.



Dla argumentéw dazacych do zera wartosci pochodnej sg nieograniczone z dotu, a dla z = 1 pochodna
wynosi 2. Pochodna jest ciagla na przedziale (0, 1], a wiec z twierdzenia Darboux istnieje punkt
w przedziale (0,1], w ktérym pochodna jest réwna zero. Wyznaczmy rozsadnie krétki przedzial
zawierajacy taki punkt.

Rozwazmy a = €3 i b = e~2. Mamy

-3

. . 1
flla)=(1+ne ) e 41=(1-3)- e "+1=-2e3"+1 3—26—1/9+1<—2-§+1:0.

—2

F)y=10+e?) e 2’ 41=(1-2) -2 +1=—e2"4+1>-eY241>-14+1=0.

Stad miejsce zerowe pochodnej jest w przedziale (e =3, e~2).

Zgrubne wyznaczenie przebiegu zmiennosci funkcji ¥ + & pozwala domniemywaé, ze miejsce zerowe
pochodnej w przedziale (e~3, e~2?) odpowiada minimum tej funkcji.

W tym przedziale znajduje sie liczba 1/10. Wobec bliskosci do minimum tej funkcji mozemy domniemywac,
ze jezeli nier6wnos¢ z tresci zadania jest falszywa, to 1/10 bedzie odpowiednim swiadkiem. Bezposrednim
rachunkiem pokazujemy, ze

1 1 1 1 1 1 1 4 1
(1/10)Y10 4 — =

= < 4 = = =
10 Y10 * 10 10/9765625 + 10 w/s10 10 5 10
\/ 1048576 \/ 410

8. Pokazemy, ze zadna z liczb nie moze byé¢ réwna 8. Rozpatrzmy 2 przypadki:

(a) b=8Vvc=38
Wéwezas abe > 83 = 512, zatem a > 5. Zauwazmy jednak, ze 53 > 100,63 > 200, 72 > 300, 8% >
400,93 > 500. Skoro a > 5, to mamy 100a + 10b+ ¢ = abc = a® + (b3 + ¢3) > 100(a — 4) + 512 >
100(a + 1). W zwiazku z tym 10b + ¢ > 100, co nie jest mozliwe.
Zatem zadna z cyfr b, ¢ nie moze by¢ réwna 8.

(b) a =38
Zauwazmy, ze nie moze zajs¢ sytuacja, w ktérej b byloby nieparzyste, a ¢ parzyste. Wéwczas
abe jest parzyste, a a® + b3 + ¢3 nie. Stad b musi by¢ zawsze parzyste.
Dodatkowo zauwazmy, ze b, ¢ < 8, poniewaz w przeciwnym razie a® + b3 + ¢ > 83 + 83 > 1000.
Zauwazmy tez, ze 8 + b% + ¢ = 5124 b3 + ¢ = 8bc > 800, czyli b3 + ¢ > 288. Zatem wieksza
z liczb b, ¢ musi byé¢ wieksza od 5. Do rozpatrzenia zostalo juz teraz niewiele mozliwych par
liczb b, c:

i. b=6,c<4:8 +63+c3 <792 < 86¢ V. b=4,c="7:8 +43 + 73 =919 # 847
ii. b=6,c=5:8%+6%+ 53 =853 # 865
iii. b=6,¢>6:8" 463+ ¢> > 944 > 8bc
iv. b<4,c=6:8+ b+ 6% < 792 < 8b6 vii. b=0,c=7:8 403+ 73 = 855 £ 807

vi. b=2,c="7:8 423+ 73 =863 # 827

Zatem zadna z liczb trzycyfrowych takich, ze abc = a® + b3 4 ¢ nie zawiera cyfry 8.

9. Przeksztalémy réwnanie z tezy zadania:

s G L e () =




10.

Ostatnia réwnos¢ ma nastepujaca interpretacje kombinatoryczna: liczba sposobéw na wybranie k-
elementowego podzbioru sumy zbioréw N-elementowego i M-elementowego oraz wyréznienie jednego
z wybranych k elementéw pochodzacych ze zbioru N-elementowego (o ile taki istnieje). W lewej
stronie réwnania najpierw wyrézniamy element, a nastepnie wybieramy pozostale k — 1 elementow.
W prawej stronie wybieramy j elementéw ze zbioru N-elementowego (majac j sposobéw na wybranie
wyréznionego elementu), a nastepnie wybranie pozostalych k& — j elementéw. To sa te same obiekty
kombinatoryczne, zatem réwnosé zachodzi.

Taka liczba istnieje. Wystarczy sprawdzié¢, ze ciag a, = n™ mod 10 jest ciagiem cyklicznym o
okresie réwnym NWW (10, ¢(10)) = NWW(10,4) = 20. Istotnie, z twierdzenia Eulera i arytmetyki
modularnej wynika, ze:

n" = n" ™ol ¢10) = (e 10)" med ¢(10)) (mod 10).

Kazde z powyzszych przystawan mozna réwniez wyprowadzié¢ sprawdzajac 4 i 10 przypadkéw reszt
n z dzielenia przez odpowiednio ¢(10) i 10.



