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10.

Czy istnieja takie cyfry a, b, ¢ i d, ze abed — dcba = 20227 Przypominamy, ze abed to kanoniczne oznaczenie na
liczbe, ktorej cyfrq tysiecy jest a, cyfrg setek jest b i tak dalej.

lloma zerami konczy si¢ liczba 100! =100-99-...-17

Niech p, ¢ beda szesciocyfrowymi liczbami pierwszymi réznigcymi sie o 2. Wykaz, ze ich suma jest podzielna przez
12.

Kwadrat magiczny to taki, w ktorym sumy liczb w kazdym wierszu, kazdej kolumnie oraz na przekatnych sa rowne.
Czy da sie stworzy¢ kwadrat magiczny 3 x 3 z dziewieciu najmniejszych liczb pierwszych?

: Mam trzech synow.

: Ile maja lat?

: lloczyn ich wieku to 36 lat.

: To nie wystarczy, zebym odpowiedzial.

: Gdy zsumuje ich wiek, otrzymam numer twojego domu.
: Wciaz mi to nie wystarcza.

>0

: M6j najstarszy syn ma rude wtosy.
Teraz B bezbltednie podat wiek synow. Ile lat ma kazdy z nich?

Dysponujesz czterema puzzlami w ksztalcie trojkatow o bokach 3, 4 i 5 i chcesz sklei¢ z nich jeden ksztalt o
mozliwie najwiekszym obwodzie. Jaki najwiekszy obwod mozna uzyskaé? Uzasadnij i narysuj przyktadows figure
realizujaca ten obwod. Uwaga, mozesz kleié¢ wylgcznie boki o tej samej ditugosci. Co wiecej, musisz uzyé wszystkich
puzzli.

W trapezie rownoramiennym o podstawach a i b, gdzie a < b, punkt przeciecia przekatnych dzieli kazda z nich na

dwa odcinki, z ktérych jeden jest dtuzszy od drugiego o 1. Pokaz, ze dtugosé przekatnej to Z—J_rg.

Oblicz pole szarej figury przedstawionej na ponizszym rysunku. Wszystkie okregi na rysunku maja promieri o

q.

dtugosci 1.

W trzech urnach umieszczono po dwie kule: w jednej dwie biate, w drugiej dwie czarne, a w trzeciej jedna bialg i
jedna czarna. Na kazdej z nich zawieszono kartke opisujaca zawarto$é urny. Napisy jednak pomieszaly sie i to w
tak nieszczesliwy sposob, ze teraz zaden nie odpowiada prawdzie. Kazda urna jest wiec podpisana, ale fatszywie!
Z ktorej urny nalezy wylosowaé jedna kule, aby po jej obejrzeniu moéc odgadnaé, jakiego koloru jest druga kula w
te urnie?

Jaka jest najmniejsza liczba o doktadnie 7 dzielnikach wieksza od 100000 0007
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Nie, cyfry takie nie istnieja. Gdyby istnialy, to

2022 = (1000a + 100b + 10c + d) — (1000d + 100c + 10b + a)
=1000(a — d) + 100(b — ¢) + 10(c — b) + (d — a).

Poréwnujac liczby tysiecy po obu stronach réwnosci otrzymujemy, ze a — d = 2. Wtedy d — a = —2, czyli
100(b —¢) + 10(¢ = b) —2 =22 < 100(b — ¢) + 10(c — b) = 24,
czyli b —c=0. Wtedy ¢ — b =0, czyli 0 = 24, co daje sprzecznos¢.

Rozwazamy, ile piatek i dwojek znajduje sie w rozkladzie liczby 100! na czynniki pierwsze. Mniejsza z tych liczb
bedzie poszukiwana liczba zer koriczacych liczbe 100!. Oczywiscie dwojek w rozkladzie bedzie o wiele wiecej,
wobec czego wystarczy policzy¢ piatki.

Co piaty czynnik w iloczynie jest podzielny przez pieé. Sa to czynniki: 5, 10, 15, ..., 95, 100. Czynnikéw tych
jest 20. Jednak cztery z nich sa podzielne przez 25 (sa to 25, 50, 75 i 100). Oznacza to, ze wnosza do rozktadu po
dodatkowej piatce. Koriczymy rozwazania stwierdzeniem, ze zadna z liczb od 1 do 100 nie jest podzielna przez 53.

Sumarycznie w rozktadzie znajda sie 24 piatki, wobec czego liczba 100! ma 24 zera na koncu.

Pominiecie liczb wnoszgcych do rozktadu wiecej niz jedng pigtke skutkuje brakiem mozliwosci przyznania wiekszej
liczby punktow niz 5.

Za zbedne mnozenie liczby rozpatrywanych przypadkow odejmujemy dwa punkty.

Za wyliczenie liczby dwdjek (zamiast zauwazenia, ze wystarczy, zZe jest ich wiecej niz pigtek) odejmujemy jeden
punkt.

Rozpatrzy¢ nalezy reszty z dzielenia liczb p, ¢ przez 6. Nie moga one byé postaci 6k, 6k + 2,6k + 3,6k + 4 (dla k
calkowitego), gdyz wowczas miatyby nietrywialne dzielniki. Wobec tego mniejsza z nich ma reszte 5 modulo 6, a
wieksza ma reszte 1. A zatem p+¢q = (6k+5)+ (6(k+1)+1) =12k + 12.

Pierwsze 9 liczb pierwszych to 2,3,5,7,11,13,15,17,19,23. W sumie daja 100. Sumy kolumn powinny by¢ sobie
réwne, a ich trzykrotnos$é byé réwna sumie wszystkich liczb znajdujacych sie w kwadracie magicznym. Za
wypisanie pierwszych dziewieciu liczb pierwszych przyznajemy 1 pkt.

Mozliwe iloczyny trzech liczb naturalnych réwne 36 to: 2-2-9,9-4-1,6-6-1,3-2-6,4-3-3,2-18-1.

Sumy tych czynnikdéw to odpowiednio: 13, 14, 13, 11, 10, 21.

Gdyby numer domu drugiego rozméwcy wystepowal na liscie jednokrotnie, mégtby on od razu podaé¢ szukany
iloczyn. Skoro sie tak nie stalo, wiemy, ze numer domu wystepuje wiecej niz raz, a wiec musi by¢ réwny 13.
Wyklucza to wszystkie iloczyny oprocz dwoch: 2-2-9,6-6- 1.

Na koricu korzystamy z informacji, ze istnieje najstarszy syn, czyli najwiekszy numer. Odpowiedz wobec tego
to: 2,2,9.

Po pierwsze, zauwazmy, ze puzzle te sa trojkatami prostokatnymi, co wynika z twierdzenia Pitagorasa. (Za te
obserwacje przyznajemy 1 pkt.)

Zastanawiamy sie, ile krawedzi maksymalnie moze mie¢ otrzymana figura. Wszystkie trojkaty w sumie maja
4 -3 = 12 krawedzi. Przy kazdym doklejaniu nowego trojkata zawsze co najmniej dwie krawedzie(na rysunku
sklejone krawedzie oczywiscie sie nachodza) znajda sie w srodku otrzymywanej figury. Kleimy trzy trojkaty, wiec
maksymalna liczba krawedzi mozliwa do otrzymania to 12 — 3 -2 = 6. Wtedy dwa tréjkaty beda miaty po jednej
krawedzi wewnatrz figury i dwa trojkaty po dwie krawedzie wewnatrz figury. Zatem najwickszy obwdd, jaki mozna
otrzymac, wynosi

2.5+2-(4+45) =28

Figura, ktora go realizuje, wyglada nastepujaco:
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Za poprawnie narysowang figure, ale brak uzasadnienia, ze ma ona maksymalny obwod, przyznajemy maksy-
malnie 4 punkty.

Poniewaz a < b, to rysunek tej sytuacji wyglada nastepujaco.

x+1 w1

Nalezy teraz zauwazy¢ podobieristwo trojkatow ABE i CDE. Zatem otrzymujemy

T b b
=—-Sar=br+bsr=——.
z+1 a a—>b
Dtugosé przekatnej wedlug naszych oznaczen wynosi 2z + 1, czyli
b b
24l=2. 2 41=2%°
a—>b a—1b

Za poprawny rysunek i uzasadnienie, ktory odcinek jest dtuzszy przyznajemy 3 pkt.

Laczymy wierzchotki A, B i C i otrzymujemy podzial szarej figury na trojkat rownoboczny o boku 1 oraz trzy
przystajace figury. Pole trojkata wynosi @, pola pozostatych figur mozna policzy¢ jako réznice pola wycinka o
kacie 60° kota o promieniu 1 i pola trojkata rownobocznego o boku 1. Stad szukane pole wynosi
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Nalezy wylosowaé kule z urny z napisem ,czarna i biala”. Jesli wyciagniemy kule biata, to druga tez musi byé
biata. Jesli wyciagniemy kule czarna, to druga tez musi by¢ czarna.

Ze wzoru na liczbe dzielnikéw wiemy, ze liczba ma 7 dzielnikow wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci p%. Stad
wystarczy znalezé najmniejsza liczbe pierwsza, ktérej szosta potega przekracza 108. Latwo widaé, ze 206 = 0.64-108
i potem wystarczy sprawdzi¢, ze 235 > 10 jest szukang liczba.



