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W arkuszach maturalnych w ostatnich dwoéch latach znalazty si¢ zadania geome-
tryczne na dowodzenie. Za poprawne rozwigzanie takiego zadania w arkuszu podsta-
wowym zdajacy moéglt otrzymaé 2 pkt, w arkuszu rozszerzonym 4 pkt lub 3 pkt. Przy
wystawianiu oceny za rozwigzanie zadania na dowodzenie kierowano sie zasada, ze do-
wod matematyczny powinien by¢ kompletny i tylko w wyjatkowych sytuacjach mozna
uzna¢, iz zdajacy ,pokonal zasadnicze trudnosci zadania”, mimo ze nie doprowadzit
rozwigzania do konca.

W tym opracowaniu, bedacym kontynuacja pierwszej czesci, pokazuje 22 kolejne
zadania geometryczne na dowodzenie, w wiekszosci o podobnym stopniu trudnosci jak
zadania ze wspomnianych wyzej arkuszy. Przyjmuje natomiast, ze za poprawne rozwia-
zanie kazdego z tych zadan przyznaje sie 2 lub 3 pkt (3 pkt w przypadku zadan z arkusza
rozszerzonego). Kwestia, za jakie rozwiazanie czesciowe mozna przyznaé¢ 1 pkt (lub 2
pkt w przypadku zadania za 3 pkt), jest w kazdym przypadku sprawa dyskusyjna.

W pierwszej czesci pokazalem trzy typy zadan na dowodzenie. Pierwszy polegat
na tzw. ,rachunku katéw”. Drugi typ zadan to proste nieréwnosci geometryczne, w do-
wodzie ktérych wykorzystuje sie tzw. nieréwnos¢ trojkata. Wreszcie trzeci typ zadan
to zadania, w ktérych korzysta sie z przystawania trojkatow. W tej czesci pokazuje za-
dania, w ktorych korzystamy z twierdzenia Pitagorasa oraz z podstawowych twierdzen
dotyczacych geometrii okregu. Chce tu zwrécié uwage na to, ze niektére zadania zostaty
sformutowane jako zadania na dowodzenie, chociaz gléwna cze$¢ dowodu to po prostu
obliczenie (np. wykorzystujace twierdzenie Pitagorasa). Chcialem w ten sposéb uwi-
doczni¢, ze niektére zadania obliczeniowe sa w istocie zadaniami, w ktérych konieczne
jest przeprowadzenie rozumowania, a obliczenie jest tylko jego czescia. Gléwna czes¢ roz-
wigzania moze polega¢ na utozeniu réwnania; rozwigzanie tego réwnania jest juz sprawg
rutynowa. Ulozenie rownania czasem wymaga rozumowania na tyle nietrywialnego, ze
kwalifikuje zadanie nie jako zadanie ze standardu ,modelowanie” czy ,strategia”, ale
jako zadanie na rozumowanie, wnioskowanie.

We wszystkich przedstawionych dowodach korzystamy z nastepujacych twierdzen
geometrycznych, ktére powinny by¢ dobrze znane kazdemu maturzyscie:

1. Twierdzenie Pitagorasa.

Twierdzenie o katach $rodkowych i wpisanych.

Twierdzenie o kacie miedzy styczna i cieciwa.

Twierdzenie o réwnosci odcinkéw stycznych.

Warunki konieczne i wystarczajace na to, by czworokat mozna byto wpisa¢ w okrag
lub opisa¢ na okregu.

6. Twierdzenie o wspo6tliniowosci srodkéw okregdéw i punktu stycznosci.
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ZADANIA

1. Twierdzenie Pitagorasa

1.

Dany jest prostokat ABC D i dowolny punkt P polozony wewnatrz tego prostokata.
Udowodnij, ze AP? + CP? = BP? + DP?.

. Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktéorym £C' = 90°. W tym tréjkacie popro-

wadzono érodkowe AD i BE. Udowodnij, ze 4 - (AD? + BE?) =5 - AB?.

. Przekatne AC' i BD czworokata wypuktego ABC'D sa prostopadte. Udowodnij, ze

AB? + CD? = AD? + BC?.

2. Geometria okregu

4.

10.

Dany jest okrag o srodku O i promieniu r. Cieciwe AB tego okregu przedtuzono
poza punkt B do punktu C' takiego, ze BC' = r. Poélprosta C'O przecina okrag
w dwoch punktach D i E; punkt D lezy na zewnatrz odcinka C'O, punkt E lezy
wewnatrz tego odcinka. Udowodnij, ze LAOD =3 - LACD.

Dwa okregi przecinaja sie w punktach A i B. Odcinki AC' i AD sa Srednicami tych
okregow. Udowodnij, ze punkty C', B i D sa wspoéltliniowe.

. Dane sa dwa okregi: odcinek AB jest $rednica pierwszego, punkt B jest $rodkiem

drugiego. Prosta przechodzaca przez punkt A przecina pierwszy okrag w punkcie K
roznym od A i przecina drugi okrag w punktach M i N. Udowodnij, ze KM = KN.

Punkty Aq, Ao, ..., Ao dziela okrag na 12 rownych tukéw, tak jak na rysunku:

Arz

Cieciwa AgAs przecina cieciwy A;1A7 i A1 As odpowiednio w punktach P i Q.
Udowodnij, ze trojkat PQ A1 jest rownoramienny.

. Trojkat rownoboczny ABC' jest wpisany w okrag. Punkt D lezy na krotszym tuku

AB. Punkt E lezy na odcinku CD oraz DE = DB. Udowodnij, ze tréjkaty BAD
i BCFE sg przystajace.

. W tréjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokosci AD i BE. Udowodnij, ze

AEDC = £BAC i £DEC = £ABC.

Punkt E lezy na boku BC kwadratu ABCD. Kwadrat BEFG lezy na zewnatrz
kwadratu ABC'D. Okregi opisane na tych kwadratach przecinaja sie w punktach
B i H. Udowodnij, ze punkty D, H i F' sa wspoéltliniowe.
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11.

12.

13.

14.

15.

Trojkaty réwnoboczne ABC' i BDE sa potozone tak, ze punkt B lezy wewnatrz
odcinka AD oraz wierzchotki C'i F leza po tej samej stronie prostej AD. Okregi
opisane na tych tréjkatach przecinaja sie w punktach B i F. Udowodnij, ze punkty
C, F'i D sa wspolliniowe.

Na bokach AC' i BC tréjkata ostrokatnego ABC zbudowano, na zewnatrz trojkata,
dwa tréjkaty réwnoboczne ACD i BC'E. Okregi opisane na tych trojkatach réw-
nobocznych przecinajg sie w punktach C' i F'. Udowodnij, ze punkty A, F'i F sa
wspotliniowe.

Na bokach BC, AC i AB trojkata ABC wybrano odpowiednio punkty D, E i F.

Okregi opisane na trojkatach AFE i BDF przecinaja sie w punktach F' i G. Udo-
wodnij, ze {DGE = L BAC + {ABC.

Dwa okregi przecinaja sie w punktach A i B. Prosta przechodzaca przez punkt
A przecina te okregi w punktach C'i E réznych od A; prosta przechodzaca przez
punkt B przecina te okregi w punktach D i F' r6znych od B (zob. rysunek).

Udowodnij, ze proste C'D i EF' sa rownolegte.

Dwa okregi przecinaja sie w punktach A i B. Proste przechodzace przez punkty A
i B przecinaja jeden z tych okregéw w punkcie C' réznym od A i B oraz przecinaja
drugi okrag odpowiednio w punktach D i FE réznych od A i B. Prosta k jest styczna
do pierwszego okregu w punkcie C' (zob. rysunek).

Udowodnij, ze prosta k jest réwnolegta do prostej DE.
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16. W czworokacie wypuktym ABC D poprowadzono przekatna AC. Okregi wpisane w
tréjkaty ABC i AC'D sg styczne zewnetrznie. Udowodnij, ze w czworokat ABC' D
mozna wpisa¢ okrag.

3. Okregi styczne

17. Dany jest odcinek AB o dlugosci 2. Punkty A i B sa srodkami okregdéw o promie-
niu 2. Udowodnij, ze okrag styczny do prostej AB oraz styczny wewnetrznie do obu
okregéw o érodkach A i B (zob. rysunek), ma promien réwny %.

18. Dany jest trojkat réwnoboczny ABC o boku ditugosci 2. Punkty A, B i C sg Srod-
kami okregéw o promieniu 2. Udowodnij, ze okrag zawarty wewnatrz tych trzech
okregbw, styczny wewnetrznie do nich (zob. rysunek), ma promief réwny %(3— V3).

PaN

19. Dany jest odcinek AB o dlugosci 2. Punkty A i B sa srodkami okregdéw o promie-
niu 2. Udowodnij, ze okrag styczny do prostej AB, styczny zewnetrznie do okregu
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o $rodku A oraz styczny wewnetrznie do okregu o srodku B (zob. rysunek), ma
V3

promien réwny 5>.

4. Twierdzenie Pitagorasa i okregi

20. Wierzchotki czworokata ABCD o bokach dtugoéci a, b, ¢ i d leza na okregu o pro-
mieniu 7. Jeden kat tego czworokata jest prosty. Udowodnij, ze jeszcze co najmniej
jeden kat jest prosty oraz a? + b% + ¢ + d? = 8r2.

21. W okregu o srodku O i promieniu r poprowadzono dwie prostopadte cieciwy o dtu-
goéciach 2a i 2b przecinajace sie w punkcie P. Udowodnij, ze OP? + a? + b? = 2r2.

22. Wierzchotki czworokata ABC'D o bokach dtugosci a, b, ¢ i d leza na okregu o pro-
mieniu r. Przekatne tego czworokata sa prostopadte. Udowodnij, ze

a® + b+ 2+ d% =8



ROZWIAZANIA ZADAN

1. Twierdzenie Pitagorasa

1. Dany jest prostokat ABCD i dowolny punkt P poltozony wewnatrz tego prostokata.
Udowodnij, ze AP? + CP? = BP? + DP?2.
Rozwigzanie. Niech E i F' beda rzutami punktu P na boki AB i C'D prostokata.

D F C

P

A E B
Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy
AP? + CP? = AE* + EP* + CF? + FP?

oraz
BP? + DP? = BE® + EP? + DF? + F P2

Poniewaz AE = DF i BE = CF, wiec AP? + CP? = BP? + DP?.

Uwaga. Twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnego punktu P (polozonego niekoniecznie

na tej samej plaszczyznie co prostokat ABCD).

2. Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktérym £C' = 90°. W tym trojkacie popro-
wadzono érodkowe AD i BE. Udowodnij, ze 4 - (AD? + BE?) =5 - AB?.

Rozwiagzanie. Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatow ACD i BCE.

B

A B C
Mamy wéwezas AD2 = AC? + CD? = AC? + (1. BO)® = AC? + 1. BC2, czyli

4-AD? = 4-AC? + BC?. Podobnie dowodzimy, ze 4 - BE? = AC? 4+ 4 - BC?. Dodajac
stronami dwie ostatnie réwnosci dostajemy:

4-(AD*+ BE?*) =5-(AC? 4+ BC?) =5- AB%
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3. Przekatne AC i BD czworokata wypuklego ABC D sa prostopadte. Udowodnij, ze
AB? + CD? = AD? + BC?.
Rozwiagzanie. Niech P bedzie punktem przeciecia przekatnych czworokata ABCD.

C

e \

Mamy wowczas

AB?+CD? = AP? + BP?2+CP?+ DP? = AP?> + DP? + BP? + CP? = AD? + BC?.

Uwaga. Warunek AB2 + CD? = AD? + BC? jest warunkiem koniecznym i wystarcza-
jacym na to, by przekatne AC' i BD czworokata wypukltego ABC D byly prostopadte.

2. Geometria okregu

4. Dany jest okrag o $rodku O i promieniu r. Cieciwe AB tego okregu przedtuzono
poza punkt B do punktu C' takiego, ze BC' = r. Polprosta C'O przecina okrag
w dwoch punktach D i E; punkt D lezy na zewnatrz odcinka C'O, punkt E lezy
wewnatrz tego odcinka. Udowodnij, ze LAOD =3 - LACD.

Rozwiagzanie. Oznaczmy o = LAC'D. Poniewaz BC =r = OB, wiec £BOC = «a.

Kat ABO jest katem zewnetrznym trojkata COB, wiec LABO = 2a. Tréjkat ABO jest
rownoramienny, wiec £ BAO = 2« i stad LAOB = 180° — 4«. Zatem

£LAOD =180° — LAOB — £BOC = 180° — (180° — 4&) — o = 3av,

czyli LAOD =3 - LACD.



5. Dwa okregi przecinaja sie w punktach A i B. Odcinki AC' i AD sa Srednicami tych
okregow. Udowodnij, ze punkty C', B i D sa wspoéltliniowe.

Rozwigzanie. Poprowadzmy odcinek AB.

Poniewaz AC jest érednicg jednego z danych okregéw, wiec L ABC = 90°. Podobnie AD
jest érednica drugiego okregu, a wiec LABD = 90°. Stad wynika, ze LKCBD = 180°,
czyli punkty C, B i D sa wspoéltliniowe.

6. Dane sg dwa okregi: odcinek AB jest $rednicg pierwszego, punkt B jest srodkiem
drugiego. Prosta przechodzaca przez punkt A przecina pierwszy okrag w punkcie K
roznym od A i przecina drugi okrag w punktach M i N. Udowodnij, ze KM = KN.

Rozwiazanie. Poniewaz punkt K lezy na okregu o $rednicy AB, wiec LAKB = 90°.

Punkt K jest wiec rzutem punktu B na prosta M N. Poniewaz punkty M i N leza na
okregu o srodku B, wiec punkt B lezy na symetralnej odcinka M N; ta symetralng jest
zatem prosta BK. Stad wynika, ze KM = KN.
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7. Punkty A, Ao, ..., A2 dziela okrag na 12 réwnych tukéw, tak jak na rysunku:

Cieciwa AgAs przecina cieciwy A;1A7 1 A1 As odpowiednio w punktach P i Q.
Udowodnij, ze trojkat PQAq; jest réwnoramienny.
Rozwiazanie. Najpierw zauwazamy, ze £ PA11Q = £A7A11A45 = 2-15° = 30°. Dory-
sujmy teraz cieciwe AzAs.

A
Ay 2 A
AlO AZ
Ag AS
P
AS A4
A A
7 AG 5

Mamy woéwczas
£QA3As = LAgA3A5 = 3-15° =45° oraz LQAsA3 = LA11A5A3 =4-15° =60°.
Mozemy teraz obliczy¢ miare trzeciego kata tréjkata QQ AsAs:

£LA5QA3 = 180° — 45° — 60° = 75°.

Stad dostajemy £ PQA1; = 75° oraz £QPA;; = 180° — 30° — 75° = 75°. Poniewaz
APQA; = LQPAyy, wigc PA;; = QAq;.

8. Troéjkat réwnoboczny ABC' jest wpisany w okrag. Punkt D lezy na krétszym tuku
AB. Punkt E lezy na odcinku CD oraz DE = DB. Udowodnij, ze tréjkaty BAD
i BCFE sa przystajace.



Rozwigzanie. Na cieciwie DC' rysujemy taki punkt F, by DE = DB.

9

N

D

Poniewaz £{CDB = £CAB = 60° oraz DE = DB, wiec trojkat D BFE jest rownoboczny.
Zatem BD = BE. Poniewaz BA = BC oraz £DBA = 60° — {ABFE = {EBC, wiec
trojkaty BAD i BCE sa przystajace (cecha BKB).

Uwaga. Z przystawania trojkatéw BAD i BCE wynika w szczegolnosci, ze DA = EC.
Zatem DC = DE + EC = DB + DA. Udowodnilidmy zatem twierdzenie méwiace, ze
jesli tréjkat rownoboczny ABC' jest wpisany w okrag oraz punkt D lezy na kréotszym
tuku AB, to AD + BD = CD. Tak sformulowane zadanie bylo zadaniem olimpijskim.

9. W tréjkacie ostrokatnym ABC' poprowadzono wysokosci AD i BE. Udowodnij, ze
LEDC = £{BAC i £DEC = LABC.

Rozwigzanie. Poniewaz katy AEB i ADB sa proste, wiec punkty F i D leza na okregu
o Srednicy AB. Czworokat ABDFE jest wiec wpisany w okrag.

C

A\ /B

Zatem {FEDB = 180° — {BAF, skad wynika, ze {EDC = £BAC. Podobnie dowo-
dzimy, ze ADEC = LABC.

10. Punkt E lezy na boku BC kwadratu ABC'D. Kwadrat BEFG lezy na zewnatrz
kwadratu ABC'D. Okregi opisane na tych kwadratach przecinaja sie w punktach
B i H. Udowodnij, ze punkty D, H i F' sa wspoétliniowe.
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Rozwigzanie. Potaczmy punkt H z punktami D, B i F'.

D C

A B G

Poniewaz punkt H lezy na okregu opisanym na kwadracie ABC D, wiec
ABHD = £ABCD = 90°.

Punkt H lezy takze na okregu opisanym na kwadracie BEFG. Zatem
ABHF = {BEF =90°.

Stad wynika, ze L DHF = 180°, czyli punkty D, H i F' sa wspoélliniowe.

Uwaga. Mozna udowodnié¢, ze punkty C, H i G sa wspélliniowe, a takze, ze punkty A,
E i H sa wspoélliniowe. Stad wynika, ze proste AE, CG i DF przecinaja sie w jednym
punkcie.

11. Tréjkaty rownoboczne ABC i BDFE sg polozone tak, ze punkt B lezy wewnatrz
odcinka AD oraz wierzchotki C'i F leza po tej samej stronie prostej AD. Okregi
opisane na tych trojkatach przecinaja sie w punktach B i F'. Udowodnij, ze punkty
C, F'i D sa wspdlliniowe.

Rozwiagzanie. Polaczmy punkt F' z punktami A, B, C'i D.

C

A\_/B\/D
Punkt F' lezy na okregu opisanym na trojkacie ABC. Zatem {CFA = £CBA = 60°
oraz LAFB = LACB = 60°. Poniewaz punkt F' lezy tez na okregu opisanym na

tréjkacie BDE, wiec ABFD = L{BED = 60°. Stad wynika, ze {CFD = 180°. Punkty
C, F'i D sa wiec wspotliniowe.
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12. Na bokach AC i BC trdjkata ostrokatnego ABC zbudowano, na zewnatrz tréjkata,
dwa tréjkaty réwnoboczne ACD i BCE. Okregi opisane na tych trojkatach réw-
nobocznych przecinajg sie w punktach C'i F. Udowodnij, ze punkty A, F' i E sa
wspotliniowe.

Rozwigzanie. Polagczmy punkt F' z punktami A, D, C'i E.

A B

Punkt F' lezy na okregu opisanym na tréjkacie ACD. Zatem LAFD = LACD = 60°
oraz ADFC = £DAC = 60°. Poniewaz punkt F lezy tez na okregu opisanym na
trojkacie BCE, wiec {CFE = £CBE = 60°. Stad wynika, ze {AFE = 180°. Punkty
A, F i E sa wiec wspoélliniowe.

Uwaga. Punkt F' nazywamy punktem Torricellego. Jest to punkt, dla ktérego suma
odcinkéow AF + BF + C'F jest najmniejsza.

13. Na bokach BC, AC' i AB tréjkata ABC wybrano odpowiednio punkty D, FE i F.
Okregi opisane na trojkatach AFE i BDF przecinaja si¢ w punktach F' i G. Udo-
wodnij, ze {DGE = L BAC + LABC.

Rozwiagzanie. Oznaczmy katy BAC' i ABC literami « i §. Polaczmy punkt G z punk-
tami D, £ i F.

Czworokat AFGE jest wpisany w okrag, wiec £ EGF = 180° —«. Podobnie pokazujemy,
ze ADGF = 180° — (3. Stad otrzymujemy

ADGE = 360° — {EGF — {DGF = 360° — (180° — o) — (180° — 3) = o + 3.
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Uwaga. Z powyzszego zadania wynika wniosek: na czworokacie C'EGD mozna opisaé
okrag. Inaczej mowiac, okregi opisane na tréjkatach AFE, BDF i CED maja punkt
wspolny. Tak sformulowane twierdzenie nosi nazwe twierdzenia Miquela i jego tresé¢ byla
zadaniem olimpijskim.

14. Dwa okregi przecinaja si¢ w punktach A i B. Prosta przechodzaca przez punkt
A przecina te okregi w punktach C'i E réznych od A; prosta przechodzaca przez
punkt B przecina te okregi w punktach D i F' réznych od B (zob. rysunek).

Udowodnij, ze proste C'D i EF' sa rownolegte.

Rozwiazanie. Narysujmy odcinek AB.

Czworokat CDBA jest wpisany w okrag. Stad wynika, ze K BAC = 180° — LCDB.
Katy BAC i BAF sg przylegle, wiec {CDB = £ BAFE. Czworokat ABFE jest wpisany
w okrag, wiec { BAE+ A BFFE = 180°. Stad wynika, ze {CDF+ A DFFE = 180°, a wiec
proste CD i E'F sa rownolegte.

15. Dwa okregi przecinaja sie w punktach A i B. Proste przechodzace przez punkty A
i B przecinaja jeden z tych okregéw w punkcie C' réznym od A i B oraz przecinaja
drugi okrag odpowiednio w punktach D i FE réznych od A i B. Prosta k jest styczna
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do pierwszego okregu w punkcie C' (zob. rysunek).

Udowodnij, ze prosta k jest réwnolegta do prostej DE.

Rozwigzanie. Narysujmy odcinek AB i wybierzmy punkt F' na prostej k tak jak na
rysunku:

Z twierdzenia o kacie miedzy styczna i cieciwa wynika, ze L{FFCA = LCBA. Poniewaz
katy CBA i EBA sa przylegte, wiec L FCA + {FEBA = 180°. Czworokat ABED jest
wpisany w okrag, wiec L EBA + L EDA = 180°. Stad wynika, ze L FCA = {EDA.
Réwnosé tych katow naprzemianleglych dowodzi, ze proste C'F' i DE sg rownolegle.

16. W czworokacie wypuklym ABCD poprowadzono przekatna AC. Okregi wpisane
w trojkaty ABC i AC'D sa styczne zewnetrznie. Udowodnij, ze w czworokat ABC' D
mozna wpisa¢ okrag.

Rozwigzanie. Niech okrag wpisany w trojkat ABC bedzie styczny do bokéw tego
trojkata w punktach K, L i S i niech okrag wpisany w tréjkat AC'D bedzie styczny do
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bokéw tego trojkata w punktach S, M i N, tak jak na rysunku:

D
%M\
A 15 C

L
K
B

Mamy wéwczas (na podstawie twierdzenia o réwnosci odcinkéw stycznych):

AK = AS = AN,
CL=CS=CM,
BK = BL,
DM = DN.
Stad
AB+CD=AK+BK+CM+ DM = AN+ BL+CL+ DN = AD + BC,

co dowodzi, ze w czworokat ABC'D mozna wpisa¢ okrag.

3. Okregi styczne

17. Dany jest odcinek AB o dlugosci 2. Punkty A i B sa srodkami okregdéw o promie-

niu 2. Udowodnij, ze okrag styczny do prostej AB oraz styczny wewnetrznie do obu

okregéw o $rodkach A i B (zob. rysunek), ma promien rowny Z

O
A
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Rozwigzanie. Niech punkt O bedzie srodkiem rozwazanego okregu stycznego do dwoch
danych okregéow i do prostej AB. Niech S i T beda punktami stycznoéci tego okregu
z okregiem o $rodku A i z prosta AB (zob. rysunek):

Niech r bedzie promieniem okregu o srodku O. Zauwazmy, ze woéwczas
AT =1, OT=r, AO=2-r.

Ostatnia réwno$é¢ wynika z tego, ze punkty A, O i S sa wspdélliniowe. Z twierdzenia
Pitagorasa dla tréjkata ATO otrzymujemy AT? 4+ OT? = AO?, czyli

12472 =(2-r)7
. . s I 3
Jedynym rozwiazaniem tego rownania jest r = I

18. Dany jest trojkat réwnoboczny ABC' o boku dtugosci 2. Punkty A, B i C' sa srod-
kami okregéw o promieniu 2. Udowodnij, ze okrag zawarty wewnatrz tych trzech
okregéw, styczny wewnetrznie do nich (zob. rysunek), ma promien réwny %(3—\/5)

PaN
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Rozwigzanie. Niech O bedzie $rodkiem rozwazanego okregu stycznego do trzech da-
nych okregéw i niech S bedzie punktem stycznosci tego okregu z okregiem o srodku A

(zob. rysunek):

Oczywiscie punkt O jest srodkiem ciezkosci tréjkata ABC' oraz punkty A, O i S sa
wspotliniowe. Mamy wowczas
2 2V3

2
—AS - A0 =2-Z-.2Y" _Z . (53— )
0S = AS — AO sy =30 V3)

19. Dany jest odcinek AB o dhugosci 2. Punkty A i B sg srodkami okregdéw o promie-
niu 2. Udowodnij, ze okrag styczny do prostej AB, styczny zewnetrznie do okregu
o érodku A oraz styczny wewnetrznie do okregu o srodku B (zob. rysunek), ma

V3

promien rowny 5.

dae;
\ A
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Rozwigzanie. Niech punkt O bedzie $rodkiem rozwazanego okregu stycznego do da-
nych okregéw o srodkach A i B. Niech nastepnie S i T beda punktami stycznosci okregu
o srodku O z okregami o $rodkach A i B. Wreszcie niech M bedzie punktem stycznosci
okregu o §rodku O z prosta AB (zob. rysunek):

.

Przyjmijmy oznaczenia:

BM =z, OM=r.

Punkty A, S i O sg wspdéliniowe, wiec AO = 2 + r. Podobnie punkty B, O i T sa
wspoliniowe, wiec BO = 2 — r. Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatéw AMO i BMO
otrzymujemy réwnania

AM? + OM? = AO?, BM?+ OM? = BO?,
czyli
2+x)2+r2=2+r)7? 22+r1=02-1r)2

Przeksztalcamy pierwsze réwnanie, podstawiajac (2 — 7)? w miejsce 22 + r2:

(2+2)* +7° = (2+7)%,
4+d4x 4+ 2® +r2 =44 dr 412,
4o+ (2 —1)% =dr +r?
Az +4 — dr + 7% = 4r + 12,
dx +4 — 4r = 4r,

r=2r—1.
Obliczong wartoéé x podstawiamy do réwnania 22 +r? = (2 — r)%:

2?4 r? =(2-1)%
(2r —1)? +72 = (2—1)?
4% —dr + 1412 =4 — dr 412,
4r? = 3,

18



: _ V3
skad otrzymujemy r = 5>.

4. Twierdzenie Pitagorasa i okregi

20. Wierzchotki czworokata ABC'D o bokach dtugosci a, b, ¢ i d leza na okregu o pro-
mieniu 7. Jeden kat tego czworokata jest prosty. Udowodnij, ze jeszcze co najmniej
jeden kat jest prosty oraz a? + b? + c? + d? = 8r2.

Rozwigzanie. Niech
AB=a, BC=b, CD=¢, DA=d.

Zalézmy, ze kat ABC' jest prosty. Z twierdzenia o kacie wpisanym i Srodkowym wynika,
ze przekatna AC jest Srednica okregu, a nastepnie, ze kat ADC jest prosty.

D

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatow ABC i ADC wynika teraz, ze

a’ +b* +c +d* = (AB* + BC?) + (OCD? + DA?) = AC? + AC* =2 - (2r)* = &°.

21. W okregu o srodku O i promieniu r poprowadzono dwie prostopadte cieciwy o dtu-
gosciach 2a i 2b przecinajace sie w punkcie P. Udowodnij, ze OP? 4 a? + b% = 2r2.

Rozwigzanie. Poprowadzmy w okregu o srodku O i promieniu r prostopadle cigciwy
AB =2aiCD = 2b. Niech M i N beda rzutami srodka O na cieciwy AB i C'D. Niech
ponadto P bedzie punktem przeciecia obu cigciw.

D/\
A%\ M B

O
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Mamy woéwczas M B = a i NC = b. Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatow BMO
i CNO dostajemy

OM? =0B?> - MB?*=1%—-a*> oraz ON?=C?—-NC?=7r% -1
Czworokat PNOM jest prostokatem, wiec
OP% = OM? + ON? = 2r? — (a® + b?),
skad wynika, ze OP? 4 a? + b? = 2r2.

22. Wierzchotki czworokata ABC'D o bokach dtugosci a, b, ¢ i d leza na okregu o pro-
mieniu r. Przekatne tego czworokata sa prostopadte. Udowodnij, ze

a? +b* + 2+ d* =82
Rozwigzanie. Niech
AB=a, BC=b, CD=¢, DA=d.

Niech P bedzie punktem przeciecia przekatnych AC' i BD i niech punkty M i N beda
srodkami tych przekatnych. Niech wreszcie

AP=x, BP=y, CP=z DP=t.

D
A%\ M .
N o)
B

Mamy woéwczas
AB? = AP? + BP? = 2 + 4%,

BC? = BP? + CP? = y* + 22,
CD? =CP?*+ DP? = 2% + 2,
DA? = DP? + AP? = t* + 22,
Stad wynika, ze
A+ +E+d* =20y + 22+ 12).
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Poniewaz n 4t
T2 oraz BD:y—I—t:2'y—,

AC=z+2=2- 5

wiec z poprzedniego zadania dostajemy

oo (5 2))

Nastepnie
PM:AM—AP:x;Z—x:Z;w,
PN—DN_pp_Yytt_ ,_y=-t
2 2
Zatem

2 2
2r2:0P2+(x;Z) —1—(%—”) —

2 2
t
:PM2+PN2+<m;Z) +(%> _

[z 2+ y—1 2+ T+ z 2+ Y+ 2_

S\ 2 2 2 2 -

22—2xz+m2+y2—2yt+t2+x2+2mz+z2+y2—2yt+t2_
1 =

2yt 2
5 .

Stad wynika, ze

224y 42t = 42,
czyli

a’ +b* + 4 d* =82

Uwaga. W zadaniach 20 i 22 udowodnilidmy, ze jesli w czworokacie o bokach dlugosci
a, b, cid wpisanym w okrag o promieniu r przekatne sa prostopadte lub co najmniej
jeden kat jest prosty, to

a? +b* + 4 d* =82

Mozna udowodni¢ takze twierdzenie odwrotne: jesli w czworokacie o bokach dtugosci a,
b, ¢ i d wpisanym w okrag o promieniu r zachodzi réwnos¢

a®+ b+ +d* =82,
to przekatne tego czworokata sg prostopadie lub co najmniej jeden kat jest prosty.
Dowdéd tego twierdzenia jest jednak znacznie trudniejszy; twierdzenie to bylo trescia

zadania olimpijskiego.
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