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Z czterech sprawdzianow Malgosia uzyskata $rednia 12 pkt. Ile najmniej punktéw wystarczy ze
zdobedzie z piatego sprawdzianu, aby osiagnac¢ $redniag 17 punktow?

Prostopadto$cienny pojemnik napetniony po brzegi wazy 5 kg, a napetniony do potowy — tylko
3,25 kg. lle wazy pusty pojemnik?

Jaka jest cyfra jednosci liczby 201 320147

Jaka jest dlugo$¢ promienia okregu opisanego na trojkacie o bokach 3, 4, 5?

Czy liczba -2-2V2+18 jest wymierna?

Liczby x i y spetniaja rownanie (x—y)*+(x+y—4)?=0. Ile wynosi iloczyn tych liczb?

W trojkacie ABC dwusieczne katow ABC i ACB przecinaja si¢ w punkcie D. Miara kata BDC
wynosi 140°. Jaka jest miara kata BAC?

Jakie cigzary mozna odwazy¢, majac do dyspozycji wage szalkowa 1 po jednym odwazniku o
masie: 1 kg, 3 kg, 9 kg i 27 kg?

Czy istnieje taki czworokat, ktory nie jest rombem, a kazda jego przekatna dzieli go na dwa
trojkaty rownoramienne?

10) Czy istnieje taki ostrostup o podstawie kwadratowej, ktory nie jest prawidtowy, ale kazda jego

Sciana boczna jest trdjkatem rownoramiennym?
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Niech a, b, ¢, d to punkty otrzymane z 4 sprawdzianéw. Ich $rednia (a+b+c+d)/4 wynosi 12, wiec suma liczb a, b, ¢, d
wynosi 48. Jesli e to wynik z piatego sprawdzianu, otrzymamy (48+e)/5 = 17, skad e = 37. Za bardziej skomplikowane
ale poprawne rozumowanie odejmujemy 2 pkt.

Niech x to masa pojemnika (tara), a y — masa substancji wypelniajacej go w catosci (netto). Mamy 5 = x+y oraz 3,25 =
X+y/2. Po rozwiazaniu uktadu rownan otrzymujemy x=1,5 kg.

Ostatnia cyfra iloczynu liczb zalezy tylko od ostatnich cyfr czynnikoéw, co wynika z algorytmu mnozenia pisemnego
(za brak tej uwagi odejmujemy 2 pkt). Wystarczy wigc badac¢ kolejne iloczyny trojek, a ich ostatnia cyfra zmienia si¢
okresowo w cyklu dtugosci cztery: 3,9, 7, 1. Liczba 2014 daje z dzielenia przez 4 reszt¢ dwa, zatem szukana cyfra to 9.

Na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa, ten trdjkat jest prostokatny (za powotanie si¢ na
twierdzenie Pitagorasa odejmujemy 2 pkt). Na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o kacie wpisanym w
okrag opartym na $rednicy (za powotlanie si¢ na twierdzenie proste odejmujemy 2 pkt, chyba ze juz odjgto je
poprzednio), przeciwprostokatna trojkata jest srednica okregu, wigc jego promien wynosi 2,5.

Z rozdzielno$ci pierwiastkowania wzgledem mnozenia mamy V8 = \(4-2) = V4-N2 = 2\2 (na prosbe jury uczen
powinien nazwac¢ prawo dziatan, z jakiego korzysta, jesli tego nie potrafi, odejmujemy 2 pkt). Zatem wynikiem
dziatania jest -2, bedaca liczba catkowita, wiec tym bardziej wymierna.

Sktadniki po lewej stronie sa nieujemne, wigc oba musza by¢ zerami. Rozwiazujac odpowiedni uktad rownan
otrzymujemy jeden pierwiastek (2, 2). Szukany iloczyn wynosi 4.

Przy standardowych oznaczeniach mamy w trojkacie BDC sumg katow wewngtrznych [3/2+p2+140°=180°, skad
P+y=80°. Suma katéw wewnetrznych w trojkacie ABC wynosi wige a+80°=180°, skad szukany kat ma miarg 100°.

Wszystkie od 1 (lub od 0) do 40=1+3+9+27. Za kolejne sprawdzanie wszystkich ustawien bez ustalenia systematycznej
procedury odejmujemy 2 pkt. Za brak jednego ci¢zaru przyznajemy 5 pkt, za wigcej niz jednego 0 pkt. Uczen powinien
poda¢ systematyczna procedure uzyskiwania kolejnych cigzaréw, np. taka (ustalamy, ze wazony cigzar jest na lewe;j
szalce): Gdy waga jest od razu w rownowadze, jest to cigzar zerowy. Jesli nie, to stawiamy odwaznik 1-kilogramowy
na szalce prawej. Gdyby lewa wciaz przewazala, przektadamy go na lewa, a na prawej stawiamy 3 kg. Jesli lewa nadal
jest cigzsza, zdejmujemy odwaznik kilogramowy. Potem dostawiamy go po prawej, a jesli szalka z wazonym cigzarem
jest nadal cigzsza, przenosimy na nig oba odwazniki, a na prawej stawiamy kolejny - 9 kg itd.

Tak. Rysujemy trzy promienie okregu co np. 30° i taczymy kolejno ich konce lezace na okrggu. Powstaje deltoid nie
bedacy rombem o zadanej wtasnosci.

Tak. Jako podstawe ostrostupa bierzemy dolna $ciane sze$cianu, a jako wierzchotek — punkt na
$cianie frontowej tego szescianu, ktory po polaczeniu z wierzchotkami dolnej podstawy tworzy na tej
$cianie trojkat rownoboczny. Taki ostrostup nie jest prawidtowy, bo spodek wysokosci nie znajduje
si¢ w srodku podstawy (za brak sprawdzenia tego warunku odejmujemy 3 pkt), ale sciany boczne sa ---X-1-
trojkatami rownoramiennymi, co fatwo sprawdzic. 4
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1) Na Wyspach Bergamutach znane jest dziatanie * zdefiniowane w nastgpujacy sposob: a*b =
ab+a+b. Wiadomo, ze 3*5 = 2*x. lle wynosi x?

2) Ztotowtosa ksi¢zniczka zostata uwigziona na szczycie ponurej baszty. Dzielny ksiaze pragnie ja
uwolnié, ale nie moze podej$¢ blizej niz na skraj lasu oddalonego od baszty o 500 stop. Z tego
miejsca, lezac ptasko na ziemi, widzi baszte pod katem 45 stopni. Jaka odleglos¢ dzieli go
wtedy od ksigzniczki?

3) W pewnym miesigcu niedziela wypadta trzykrotnie w dniu parzystym. W jakim dniu tygodnia
wypadt 20 dzien tego miesiaca?

4) Jaka jest dlugo$¢ promienia okregu wpisanego w trojkat o bokach 3, 4, 57

C C

5) Liczby a, b, ¢ sa dodatnie i spetniaja warunki: a_b =3 oraz a+b =2 Kioraz tych liczb

jest najmniejsza?

6) W szesciokacie foremnym ABCDEF punkt M jest srodkiem boku DE. Jaka cze¢$cia szeSciokata
jest trojkat ABM?

7) Plaszczyzng da si¢ pokry¢, uzywajac nieskonczenie wielu przystajacych kwadratow, trojkatow
rownobocznych lub sze$ciokatow foremnych. A czy mozna to zrobi¢ za pomoca jakiego$ innego
wielokata foremnego?

8) Udowodnij, ze liczba o zapisie dziesigtnym a;apas...agg dzieli si¢ przez 37 wtedy 1 tylko wtedy,
gdy 37 dzieli sumg jej trzycyfrowych odcinkéw (tzn. liczb a;a,a3, 84858s, .., 897893a09).

9) Czy istnieje trojkat ostrokatny, nierownoramienny, w ktorym dlugosci wszystkich bokow i
wszystkich wysokosci sa catkowite?

10) Czy istnieje taki ostrostup o podstawie bedacej pigciokatem foremnym, ktory nie jest
prawidlowy, ale kazda jego $ciana boczna jest trojkatem réwnoramiennym?
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1. Mamy 3*5=15+3+5=23 oraz 2*x=2x+2+x=3x+2 = 23. Stad 3x = 21, czyli x=7.

2. Zaktadamy Ze baszta stoi prosto na ptaskim terenie (za brak tego modelowania odejmujemy 1 pkt). Skoro ksiaz¢ widzi z
poziomu ziemi basztg pod katem 45° (tzn. proste wychodzace z oka do podstawy i szczytu baszty tworza taki wiasnie kat),
to odleglo$¢ od baszty jest rowna jej wysokosci, bo otrzymamy trojkat prostokatny rownoramienny. Jego ramiona maja
dtugos¢ 500, wiec odleglos¢ od ksiezniczki jest przeciwprostokatna i wynosi 500V72.

3. Skoro w miesiacu byty 3 parzyste niedziele, to musiaty by¢ rozdzielone 2 nieparzystymi (tydzien ma nieparzysta liczbg
dni, wiec dni tygodnia zmieniaja parzysto$¢ daty w obrgbie miesiaca z tygodnia na tydzien — za brak uzasadnienia tego
faktu odejmujemy 3 pkt). Zatem w miesiacu niedziel bylo co najmniej 5. Jesli miesiac zaczyna si¢ niedziela i ma ich 5, musi
mie¢ co najmniej 29 dni, ale jesli trzy z nich maja mie¢ daty parzyste, pierwsza musi wypasé w drugim dniu miesiaca, co
daje 30 dni. Nie moze wypas¢ w czwartym dniu miesiaca (lub pdzniej), bo wtedy miesiac musiatby mie¢ 32 dni (lub
wiecej), co jest niemozliwe. Daty pozostatych niedziel wypadaja co 7 (9, 16, 23 i 30 dnia), a dzien dwudziesty jest czwarty
po niedzieli, czyli jest czwartkiem.

4. Na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa, ten trojkat jest prostokatny (za powotlanie si¢ na twierdzenie
Pitagorasa odejmujemy 2 pkt). Z tego wynika, ze promienie poprowadzone do punktéw stycznosci na przyprostokatnych sa
do tych przyprostokatnych rownolegle (powstaje kwadrat o boku r). Srodek okregu wpisanego lezy w przecigciu
dwusiecznych katow, zatem odcinki utworzone na sasiednich bokach do punktéw styczno$ci sa rowne. Mamy zatem dla
przeciwprostokatnej ¢ rownos$¢ ¢ = a—r+b—r = (a+b)-2r, skad r=(a+b-c)/2.

5. Najmniejsze jest b. Z | warunku a—b>0, czyli a>b. Warunki zadania mozna zapisa¢ roéwnowaznie jako 2c=6a-6b oraz
3c=6a+6b. Po dodaniu ich stronami mamy 5¢=12a, wiec c=(12/5)a, czyli c>a.

6. Podzielny szesciokat na 6 przystajacych trojkatow o wspolnym wierzchotku w $rodku O szeSciokata. Przedluzamy
wysoko$¢ w trojkacie ABO, otrzymujac wysokos¢ trojkata ABM, ktora jest 2 razy dluzsza. Podstawy trojkatow sa
jednakowe zatem pole trojkata ABM jest dwa razy wigksze niz ABO. Skoro trojkat ABO stanowit 1/6 sze$ciokata, to ABM
stanowi 1/3.

7. Nie mozna, bo katy stykajacych si¢ wierzchotkiem wielokatow musza sumowaé si¢ do 360°, wigc pigciokatow
foremnych musiatoby styka¢ si¢ 3 '/, a siedmio- i wigcej-katow foremnych - mniej niz trzy, co jest niemozliwe.
8. Podkreslony zapis oznacza liczbg ztozona z danych cyfr. Mamy a;8,as...899 = & a,a5-10% + §4g5g§-1093 + ... + Q97808890 =

(218,85 + 248585 + ... + BgB0gAgy) + (A135853(10%-1) + 2,885 (10%-1) + ... + BgsB0e806'(10>-1)), a poniewaz liczby postaci

101 to w zapisie dziesietnym 3n dziewiatek, dzielg sie one przez 999, a zatem i przez 37. Kazdy sktadnik sumy w drugim
nawiasie jest wigc podzielny przez 37, a stad wynika opisana cecha podzielnosci.

9. Zacznijmy od dwoch niepodobnych trojkatow pitagorejskich, o bokach np. 5, 12, 131 3, 4 i 5. Przeskalujmy ten drugi w
skali 3, tak by przyprostokatna o boku 4 miata dtugos$¢ 12. Sklejmy ten trojkat z 5, 12, 13 bokami o dhugosci 12. Otrzymany
trojkat ma boki dtugosci 13, 14, 15 i jest r6znoboczny, a takze ostrokatny, co tatwo sprawdzi¢ z twierdzenia Pitagorasa:
15°<14%+13%(za brak sprawdzenia ostrokatnosci odejmujemy 4 pkt). Zbadajmy wysokosci tego trojkata. Jedna z nich jest
sklejonym bokiem, wiec ma dlugo$¢ 12. Pozostale wyznaczymy z pola trojkata, ktore wynosi 1/2-14-12=84 = 1/2-15-(2i4/5)
= 1/2-13-(3i3/13). Zatem wysokosci opuszczone na podstawy maja dugos$ci 2 i 4/5 oraz 3 i 3/13. Teraz wystarczy trojkat ten
przeksztalci¢ w skali 5-13=65, boki pozostana catkowite, a wysokosci tez stana si¢ catkowite.

10. Rysunek przedstawia widok ostrostupa z gory. Odcinki dwukre$lne maja dtugos¢ taka, jak bok
podstawy. Ostrostup nie jest prawidtowy, gdyz $ciang z ramionami razkre$lnymi mozemy ustawié
np. w plaszczyznie prostopadiej do podstawy ostrostupa i spodek wysokosci nie pokryje si¢ ze
srodkiem podstawy (za brak uzasadnienia odejmujemy 2 pkt). Sciany boczne ostrostupa, jak tatwo
sprawdzi¢ sa rownoramienne.
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1) W trojkacie rownoramiennym ABC kat A ma 18°. Jaka miar¢ ma kat B?

2) Czy liczba, ktorej zapis dziesigtny jest nast¢pujacy aababbab, gdzie a i b sa pewnymi cyframi, jest
podzielna przez 11?

3) W okrag o $rednicy 18 wpisano prostokat o boku 10. Jaka jest dtugo$¢ odcinka taczacego $rodki
sasiednich bokéw tego prostokata?

4) 1le wynosi suma cyfr liczby 10%**-2013?

5) Z zapatek dtugosci 5 cm nalezy ulozy¢ kwadratowa ,,szachownice” o boku 1 m (pola tej
szachownicy to kwadraty o boku dlugosci jednej zapalki). Ile zapatek trzeba w tym celu uzy¢?

6) Cztery jednakowe cylindryczne stoiki umieszczono ciasno we wnetrzu okragltego garnka (na styk).
Promien podstawy sloika wynosi 1. Jaka jest $rednica garnka?

7) Czy dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n zbior {1, 3, 5, ..., 4n-1} da si¢ podzieli¢ na dwa
takie, ze suma elementow jednego jest trzykrotnie wigksza od sumy elementéw drugiego?

8) Na ile sposoboéw mozna ustali¢ nawiasami kolejnos¢ odejmowan w napisie a—b—c—d? Ile mozna
otrzymac¢ w ten sposob roznych wynikéw niezaleznie od wartosci a, b, ¢, d?

9) Czy istnieja takie trojkaty ABE i ABF, ze wysokos$¢ trojkata ABE poprowadzona z wierzchotka E jest
mniejsza od wysokosci trojkata ABF poprowadzonej z wierzcholtka F, a promien okrggu wpisanego w
trojkat ABE jest wigkszy od promienia okregu wpisanego w trojkat ABF?

10) Czy istnieje taki wieloscian wypukly, ktory ma nieparzysta liczbg krawedzi i ktorego kazda $ciana
ma parzysta liczbg bokow?
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1. W zaleznosci od tego, jak oznaczone sa wierzchotki trojkata i gdzie wypadaja jego ramiona, kat B moze mie¢ miarg 18°,
81°, 144°. Za pominiecie jednej mozliwosci odejmujemy 5 pkt. Za pominigcie dwoch przyznajemy 2 pkt.

2. Liczbe aababbab mozna zapisa¢ jako 10'a+10°a+10°b+10%a+10°b+10%+10a+b = 11010010a+101101b, a oba
wspolczynniki liczbowe dziela si¢ przez 11 (brak uzasadnienia tych podzielno$ci to 2 pkt mniej za kazda).

3. Przekatna prostokata ma dlugos¢ 18 ($rednica), a szukany odcinek jest $rednica dwa razy mniejszego prostokata
podobnego, wiec jest dwa razy krotszy 1 ma dlugos¢ 9. Za bardziej skomplikowane rozwiazanie (np. z obliczaniem dhugosci
drugiego boku prostokata) odejmujemy 2 pkt.

4. 10 to jedynka i 2013 zer. Po odjeciu 2013 na ostatnich czterech miejscach SA cyfry 7987, a wczesniej jest 2009
dziewiatek, co wynika z algorytmu odejmowania pisemnego (za brak uzasadnienia tego faktu odejmujemy 2 pkt). Zatem
suma cyfr wynosi 2009-9+7+9+8+7 = 2010-9+22 = 18090+22 = 18112.

5. Na dhlugosci 1m miesci si¢ 20 zapatek. Na kazdym poczatku i koncu zapatki doktadamy prostopadla do niej (jezeli 2
zapatki leza obok siebie, to prostopadta do konca poprzedniej jest tez prostopadia do poczatku nastepnej). Otrzymujemy 21
wierszy po 20 zapatek i 21 kolumn po 20 zapalek, czyli 840 zapatek.

6. Ze srodkow denek niesasiednich stoikow przeprowadzimy promienie do punktu stycznosci z
garnkiem i sasiednimi sloikami. Wtedy $rednic¢ garnka mozna wysumowac z dwoch promieni stoika i
przekatnej kwadratu o boku bgdacym podwojonym promieniem stoika, czyli wynosi ona 1+14272 =
2+2\2.

7. Zasade takiego podziatu wyjasnia rysunek. Wielokaty (tzw. gnomony) o polach 1, 3 i 5 sktadaja si¢ —|

na kwadrat bedacy ¢wiartka duzego, a pozostate 3/4 daja gnomony o polach 5, 7 1 9. To rozumowanie jest poprawne dla
kazdego n.

8. Nawiasy mozna rozstawi¢ na 5 sposobow: ((a-b)-c)-d, (a-b)—(c-d), (a—(b-c))-d, a—((b—c)-d), a—(b—(c—d)). Nie
uwzgledniamy rozstawien typu a-b-c-d albo (a-b-c-d), bo one nie wskazuja same z siebie zadnej kolejnosci. Latwo

sprawdzi¢, ze wyrazenia trzecie i piate, sa tozsame.

9. Za rozwiazanie opisujace rysunkowo intuicje rozwiazania przyznajemy 5 pkt.

Ze wzoru na promien okrggu wpisanego w trojkat (uczen powinien go na prosbe =

2P

a+b+c’
Oba trojkaty maja niemal jednakowe pola, a obwdd drugiego mozna uczyni¢ dowolnie
duzym, odsuwajac wierzcholek F. Wtedy promien staje si¢ dowolnie maty.

jury uzasadnié, jesli tego nie potrafi, odejmujemy 3 pkt) mamy r

10. Tak, np. lekko ,,zestrugany” symetrycznie z dwdch stron graniastostup sze$ciokatny z jedna krawedzia zamiast gornej
podstawy laczaca jej dwa przeciwlegle wierzchotki. Sciany tej bryly sa czworokatami i jedna (dolna podstawa) jest
szeSciokatem.



