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1) W ciagu ostatniego tygodnia masa matej foczki wzrosta o 4%, a stoniatka o 4 kg. Skutkiem tego
srednia masa obu zwierzat wzrosta o 3 kg, czyli o0 2%. Jaka mas¢ ma obecnie stoniatko?

2) Sylwia przygotowuje si¢ do sprawdzianu z matematyki. Naukg rozpoczeta kilka minut po 17:00,
a zakonczyla przed 18:00. Gdy rozpoczynata i potem konczyta nauke, wskazowki zegara
(minutowa i godzinowa) tworzyty kat o mierze 110°. Ile minut po§wigcita na nauke?

3) Ile trojek liczb catkowitych dodatnich m, n, k spetnia rownanie 18™ - 24" = 1247

4) Ucznidéw bioracych udziat w tescie do Olimpiady Matematycznej Juniorow nalezato rozmiescic
w salach po rowno, tak by w kazdej sali byly nie wigcej niz 32 osoby. Kiedy w salach usadzono
po 22 osoby, dla jednego zawodnika zabrakto miejsca. Kiedy z jednej sali zrezygnowano, miejsc
wystarczyto dla wszystkich. [lu zawodnikow wziglo udziat w tescie 1 w ilu salach go pisali?

5) Tomek stoi na peronie o dtugosci 340 m. Przejezdzajacy obok niego pociag towarowy mijat go
6s, a od momentu kiedy lokomotywa dotarta na poczatek peronu do momentu, gdy tylne swiatta
ostatniego wagonu mingly jego koniec, uptynety 23 s. Pociag przez caty czas jechat ze stala
predkoscia. Jaka to byta predkos¢ i jak dhugi byt pociag?

6) Czy wierzchotki o$miokata foremnego mozna ponumerowac liczbami od 1 do 8 tak, aby dla
dowolnych trzech kolejnych wierzchotkow suma numeréw byta wigksza od 13?

7) Zapis n! [czytaj: en silnia] oznacza iloczyn liczb naturalnych od 1 do n. Iloma zerami konczy si¢
zapis dziesigtny liczby 2017!?

8) Wykaz, ze jeSli m jest liczba naturalna, to liczba v8m+5 jest niewymierna.

9) W trapezie prostokatnym o podstawach dlugosci 3 i 4 przekatne sa prostopadte. Jakie jest pole i
obwad tego trapezu?

10) Symbol [x] oznacza najwigksza liczbg catkowita nieprzekraczajaca X. Rozwiaz rownanie
[X] +[-x] = 0.
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Oznaczmy: f — poczatkowa masa foczki, s — poczatkowa masa stoniatka. Mamy uktad rownan
1,02:(f+s)/2 = 3 + (f+s)/2 = (1,04f + s + 4)/2, spelniony przez pare liczb f = 50, s = 250. Albo prosciej: f+s=300, bo 2%
potowy tej liczby to 3 i dalej 0,04f + 4 = 3-2, wiec f=50. Stad otrzymujemy, Ze stoniatko wazy obecnie s + 4 = 254 kg.

W ciagu m minut wskazoéwka minutowa pokonuje kat m-(360°/60) = 6m stopni, a godzinowa kat m-(360°/(60-12)) =
0,5m stopni. O 17:00 wskazowki tworza kat 5:(360°/12) = 150°. Niech m; to czas, jaki musi uptynaé, by wskazdéwki
utworzyly kat o mierze 110°. Wskazéwka minutowa ‘goni’ wtedy godzinowa, wigc 150 —6m; + 0,5m; = 110. Stad m;
= 80/11. Niech m; oznacza czas, jak musi uplynaé, by wskazowki ponownie utworzyly kat 110°. Stanie si¢ to po
przegonieniu wskazowki godzinowej przez minutowa, a wige 150 — 6m, +0.5m, = -110. Stad m, = 520/11. Czas
poswigcony przez Sylwie na nauke to m, —m; = 520/11 — 80/11 = 440/11 = 40 minut.

Rozkladajac 18, 24 i 12 na czynniki pierwsze, otrzymujemy rownanie 2™ - 3*™ - 23" 3" = 2% .3X co na mocy
jednoznacznego rozktadu na czynniki pierwsze jest rtownowazne uktadowi rownan m + 3n = 2k, 2m + n =k, ten z kolei
jest rownowazny uktadowi 3m =n, 5m = k. Po podstawieniu za m dowolnej liczby catkowitej dodatniej otrzymujemy
trojke liczb bedacych rozwiazaniem wyjsciowego rownania. Czyli takich trojek jest nieskonczenie wiele. Za podanie
zalezno$ci, ktora wynika z uktadu réwnan bez uzasadnienia (lub przynajmniej wystowienia), ze z niej wynika
wyjsciowy uktad réwnan odejmujemy 2 pkt (bo moglyby sie pojawi¢ pierwiastki obce, nie spelniajace wyjsciowego
roOwnania).

Niech s oznacza liczbe poczatkowo uzytych sal. Rezygnacja z jednej sali oznacza, ze 23 osoby (22 z tej sali i jedna
osoba, dla ktorej zabrakto miejsca) musza zosta¢ rozlokowane po réwno pomiedzy pozostate s-1 sal. Stad (s-1) | 23.
Zatem s-1 = 23 lub s-1 = 1. Drugi przypadek odrzucamy, bo wtedy liczba uczestnikéw po przeniesieniu ich do jednej
sali bytaby zbyt duza (45>32). Stad s-1=23 i jest to liczba sal, do ktorych przeniesiono po 1 uczestniku. Zatem w
konkursie brato udziat 23-(22+1) = 529 o0séb.

Niech p to dtugos¢ pociagu w metrach, v — jego predkosé w m/s. Otrzymujemy zaleznos$ci 6v = p oraz 23v = 340 + p.
Rozwiagzaniem jest p =120 m, v =20 m/s.

Mamy 8 kolejnych tréjek numeréw wierzchotkéw. Tworzac trojki, kazdej z liczb uzywamy trzykrotnie, zatem suma
wszystkich trojek wynosi 3 * (1 +2 + 3 + ... + 8) = 336 = 108. Suma kazdej trojki ma wynosi¢ co najmniej 14, wiec
suma wszystkich trojek powinna wynosi¢ co najmniej 8 - 14 = 112> 108, co daje sprzeczno$¢. Za odpowiedz bez
precyzyjnego uzasadnienia przyznajemy 2 punkty.

Zer na koncu liczby jest tyle, co dziesiatek w rozktadzie liczby na czynniki, a tych jest tyle, co piatek w rozktadzie na
czynniki pierwsze (bo dwodjek w tym rozktadzie jest wigcej). Co piata liczba dzieli si¢ przez 5, co 25. ma w rozkladzie
dwie piatki, co 125. — trzy piatki, a co 625. — cztery. Zatem zer na koncu liczby 2017! jest [2017:5] + [2017:25] +
[2017:125] + [2017:625], gdzie kwadratowy nawias oznacza czgs¢ catkowita. To daje 403+80+16+3 = 502. Za
poprawny wynik bez uzasadnienia przyznajemy 4 pkt, za wynik nie uwzgledniajacy poteg piatki przyznajemy 2 pkt.

Liczba Vn jest wymierna wtedy i tylko wtedy, gdy n jest kwadratem (uzasadnienie Wymagane: istnieja p, ¢ wymierne
takie, ze q°n=p zatem kazdy czynnik pierwszy n musi wystapi¢ w rozktadzie parzyscie wiele razy). Gdyby liczba

V8M +5 byla wymierna, to 8m + 5 jako liczba nieparzysta byloby kwadratem liczby nieparzystej. Ale kwadraty

liczb nieparzystych daja przy dzieleniu przez 8 resztg 1 (uzasadnienie za 4 pkt), a nie 5, zatem liczba ta jest
niewymierna.

Trojkaty o przyprostokatnych 3 i h oraz h i 4 sa podobne (cecha kkk), wiec z proporcjonalnosci bokéw mamy 3/h = h/4
i h=2+/3. Drugie ramig trapezu ma wiec dhugosé \V13. Obwéd trapezu wynosi 7 + 23 + V13, a pole 7+3.

Jezeli x€ Z, to [X] +[-X] = xx = 0. Jezeli x¢Z, to X = k+a, gzie keZ i 0<a<l. Mamy wtedy [x] = k i [-X] = -k-1. Zatem
[X]+[-X] = -1 #0. Rownanie [X] + [-X] = O spetniaja wiec jedynie liczby catkowite. Za stwierdzenie (ze sprawdzeniem),
ze liczby catkowite sa pierwiastkami, bez uzasadnienia, ze inne liczby nie sa, przyznajemy 4 pkt.
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Po $wigtach babcia Rozalia wyniosta na strych ozdoby choinkowe. Bombki przechowuje w
czterech matych pudetkach i jednym duzym. W duzym pudetku jest o 10% mniej bombek niz w
malych pudetkach razem. Ile bombek ma babcia Rozalia, jesli w sumie jest ich nie wigcej niz
80, a w matych pudetkach jest ich w sumie wigcej niz 30?

Uczniowie Il a otrzymali z poprawy pracy klasowej oceny 2, 3, 4 i 5. Dwdj, troj i piatek byto
tyle samo, a czworek byto wigcej niz wszystkich pozostatych ocen. Wigcej niz trojke otrzymato
mniej niz 10 uczniow. Ilu ucznidw otrzymato trojke, jesli poprawe pisato nie mniej niz 12
0s0b?

Znajdz najmniejsze cztery kolejne liczby nieparzyste dodatnie, ktorych suma dzieli si¢ przez 15.
lle jest liczb stucyfrowych?

Minister infrastruktury jechat pociagiem Super Express z Wroctawia do Warszawy. Podr6z
rozpoczal migdzy 4:00 i 5:00, a zakonczyt migdzy 7:00 i 8:00. Zauwazyl, ze potozenie
wskazowek minutowej 1 godzinowej w chwili wyjazdu z Wroctawia i przyjazdu do Warszawy
byto takie samo, wskazowki zamienity si¢ tylko miejscami. Jak dtugo jechat Super Express na
trasie Wroctaw-Warszawa?

Czy numer biezacego roku (2017) jest liczba pierwsza?

W réwnolegtoboku KLMN bok KL jest dwa razy dhuzszy niz LM. Srodek A boku KL potaczono
odcinkami z wierzchotkami M i N. Oblicz miare kata MAN.

Wiadomo, ze liczby (a—b + 2017), (b — ¢ + 2017) i (c — a +2017) sa w podanej kolejnosci
trzema kolejnymi liczbami catkowitymi. Jakimi?

W trojkacie prostokatnym kwadrat dtugos$ci jednej z przyprostokatnych jest liczba pierwsza
Dtugosci pozostatych bokéw sa liczbami naturalnymi, a obwod trojkata jest mniejszy od 10.
Jakie sa dlugosci bokow tego trojkata?

Na rysunku przedstawiono okrag o promieniu 2 i kwadrat o boku 2.
Srodek okregu lezy na symetralnej boku kwadratu w odlegtosci x od
niego. Zacieniowane pole wynosi 2. lle wynosi x?
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Niech x oznacza liczbe bombek w matych pudetkach. Wowczas 0,9x to liczba bombek w duzym pudle.
Otrzymujemy x + 0,9x < 80 i x>30. Stad 30<x< 80/1,9~42,105. Liczba bombek jest naturalna, wigc moze wynosi¢
od 31 do 42, ale tylko 10% z 40 jest liczba naturalna, zatem w matych pudelkach bylo 40 bombek, a w pudle 36.
Wszystkich bombek byto 76.

Niech x — liczba trojek, y — liczba czworek. Mamy y > 3x, x +y < 10 oraz 3x + y > 12. Musi zachodzi¢ x>1, bo w
przeciwnym razie y>9 i y<9 wykluczaja si¢. Z pierwszego i trzeciego rownania wynika, ze y > 3x > 12—y, zatem
y>6. Warunki x>1, y>6 oraz x + y <10 spetniaja liczby x = 2 i y = 7. Zatem dwdch uczniéw otrzymato trojke.

Cztery kolejne liczby nieparzyste daja sumg 2n+1+2n+3+2n+5+2n+7 = 8n+16 = 8(n+2), a to dzieli si¢ przez 15
wtedy, gdy n+2 si¢ dzieli (bo 8 i 15 sa wzglednie pierwsze). Najmniejsza liczba n spelniajaca ten warunek jest 13,
zatem szukane liczby to: 27, 29, 31, 33. Za samg odpowiedz przyznajemy 3pkt. Za bardziej skomplikowane
rozumowanie (z rozwazaniem réznych przypadkdéw) przyznajemy 7 pkt.

Liczb stucyfrowych jest 9-10%. Najmniejsza to 10...00 (99 zer), a najwicksza 99...99 (100 dziewiatek). Zatem jest
ich 99...99 (100 cyfr) — 99...99 (99 cyfr) = 900...00 (99 zer). Mozna tez skorzysta¢ z reguly mnozenia (na
pierwszym miejscu cyfra od 1 do 9, na pozostalych dowolna cyfra. Za odpowiedz 10'® przyznajemy 2 pkt, za
odpowiedz bez uzasadnienia 4 pkt.

Niech x i y oznaczaja potozenie wskazéwki godzinowej i minutowej, gdzie 0 <x, y <12. Wskazdéwka minutowa
porusza si¢ 12 razy szybciej od godzinowej, wigc W momencie wyjazdu y = 12(x—4) a w momencie przyjazdu

X = 12(y—7). Rozwiazujac ten uktad réwnan otrzymujemy X = 4%/13, y = 7°/15. Stad pociag wyjechal z Wroctawia 36
i 2/,3 minuty po godzinie 4, a przyjechat do Warszawy 23 i '/, minuty po godzinie 7. Na trasie Wroctaw-
Warszawa jechat 2 godziny 46 minut i /15 minuty. Za odpowiedz przyblizona odejmujemy 2 pkt.

Szukamy czynnika wlasciwego liczby 2017 wérod liczb pierwszych nieprzekraczajacych 45 (bo 452=2025). Inne
sprawdzenia nie s potrzebne. Za brak uzasadnienia tego faktu odejmujemy 2 pkt. Za wykonywanie
niepotrzebnych sprawdzen przez liczby ztozone lub wigksze od 45 odejmujemy 2 pkt. Podzielno$¢ przez 2, 3, 5 i
11 wynika z cech podzielnos$ci. Podzielno$¢ przez 7, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41 1 43 trzeba sprawdzi¢
bezposrednio, ale z uzyciem szacowania lub technik sprytnych rachunkéw, np. przy badaniu podzielnosci przez 17
mamy 1700 +170+170 = 2040, 2040 — 34 =2006, czyli 2017 nie dzieli si¢ przez 17. Na zyczenie jury uczen
powinien zaprezentowac, jak badat podzielnos¢. Jesli obliczal za kazdym razem doktadny wynik dzielenia, w tym
na kalkulatorze, odejmujemy 2 pkt.

N
Trojkaty NKA oraz ALM sa rownoramienne. Niech |ZAKN|=2¢. Wtedy |2#KAN| = "
|#KNA| = 90°—¢, a z whasnosci sumy katow rownolegtoboku |ZKNM| = |2zKLM| =
180°—2¢.. Stad |ZLAM| = |2LMA| = « i |ZMAN| = 180°— (90°-a) — or = 90°. Za , ,
rozwiazanie na przyktadzie prostokata przyznajemy 1 pkt. K A L

Srodkowa liczba jest $rednia arytmetyczna tych trzech liczb, a $rednia arytmetyczna podanych liczb wynosi 2017.
Zatem pozostate liczby to 2016 1 2018. Za bardziej skomplikowane rozwiazanie odejmujemy 2 pkt.

Niech x oznacza dlugos¢ pierwszej przyprostokatnej, gdzie x* jest liczba pierwsza, y — dhugos¢ drugiej
przyprostokatnej, a z — dlugo$¢ przeciwprostokatnej, gdzie y, z € N\{0}. Mamy x+y+z < 10 oraz z twierdzenia
Pitagorasa x* + y? = z°. To réwnanie mozemy zapisaé jako (z-y) - (z+y) = x°. Skoro x? jest liczba pierwsza, a z-y i
z+y liczbami naturalnymi, to zachodzi z—y = 1 i z+y = x°. Dodajac i odejmujac
te rownania stronami, dostajemy z = Y,(x*+1) i y = Y/,(x*~1), a podstawiajac te
wyrazenia do nierdwnosci x+y+z < 10, otrzymujemy warunek x*+x < 10, czyli
x € {2, \'5, \7}. Zatem boki trojkata maja dlugosci (V2, 1, 2), (\5, 2, 3) lub

(\/7, 3, 4). Za pominiecie jednej mozliwosci przyznajemy 4 punkty, a dwoch — B A F
2 pkt. \1

Niech O — $rodek okrggu. BF ma taka dhugos¢, jak bok kwadratu, czyli trojkat c D E
BOF jest rownoboczny, a |£BOF=60°. Zatem wycinek kota BOF jest szosta 2 X

cze$cia kota i ma pole 2/3w, a pole trojkata OBF wynosi V3 i dtugose OA to \ﬁ/

tez V3. Stad pole odcinka kota BFA wynosi 2/31 — V3. Pole niezacieniowanej

czesci kwadratu wynosi 2, a pole prostokata BFEC to z jednej strony
2 — (2/131—3), a z drugiej 2|JAD| = 2(|JOA|-x). Zachodzi wiec: 2 — (2/3n—V3) = 2V3 — 2x. Stad x = n/3+V3/2-1.
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W Europie zuzycie paliwa podaje si¢ w litrach na 100 przejechanych kilometrow, a w Stanach
Zjednoczonych w milach, ktore mozna przejechaé na jednym galonie paliwa. Jakie spalanie ma
w USA samochdd, ktory w Europie pali 10 litrow na 100 kilometrow? Przyjmujemy, ze mila to
1,609 km, a galon to 3,785 litra.

123456789 987654320 ,

Ktora liczba jest wigksza: “2Y 987654321
Ora H1ezba Jest WIksza: 193456790 “?Y 987654321

Liczba catkowita dodatnia X spelnia rownanie +/2 ++/8 +/18 = J/x . lle wynosi x?
Jaki kat tworza wskazowki zegara o godzinie 15:21?

Liczby naturalne k i | spelniaja rownanie 11k = 191. Dla jakich wartosci K i | liczba k+I jest
pierwsza?

X+

Srednia arytmetyczna liczb dodatnich x i y definiujemy jako y , a ich $rednia geometryczna

jako /xy . Dla pewnych liczb stosunek ich $redniej arytmetycznej do geometrycznej wynosi
5:4. lle wynosi stosunek tych liczb?

Prostokat pocigto na trzy przystajace czgsci cigciami rownolegltymi do krotszego boku. Okazato
sig, ze powstaty w ten sposob prostokaty podobne do wyjsciowego. Jaki jest stosunek dtugosci
bokow tych prostokatow?

Joanna narysowata na kartce pewna liczbg prostych i zauwazyla, ze kazda z nich przecina si¢
doktadnie z 10 innymi. Ile linii narysowata?

Ile par dodatnich liczb catkowitych spetnia rownanie 4* = y? +15? U
Owal z rysunku powstal z kwadratu PQRS o boku dlugosci 1 przez v /—- R

dorysowanie ¢wiercokregow: TRU o srodku w P, VPW o srodku w
R, UV o srodku w S i WT o srodku w Q. Oblicz jego obwad.
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Samochod przejedzie na jednym litrze benzyny 10 km, a na jednym galonie 3,785 -10 = 37,85 km. Zatem na

jednym galonie samochod przejedzie ¥%/, g09 ¢ 23,52 mili. Za bledy rachunkowe, przy prawidtowym sposobie
obliczen odejmujemy 3 pkt.

Oba utamki s mniejsze od 1. Pierwszy o adrugi o, drugi jest o zatem drugiemu

1 1
123456790° 987654321

utamkowi brakuje mniej do 1, wigc jest wigkszy.

Po uroszczeniu mamy \/; = \/5 + 2\/5 +3\/§ = 6\/5 = «/ﬁ , Wiec x=72.

O 15:20 wskazowki tworza kat 20°. Wskazoéwka minutowa obraca si¢ o 6° na minutg, a godzinowa, ktora jest 12
razy wolniejsza, kat 0,5°. Zatem o godzinie 15:21 wskazowki utworza kat o mierze 20°+6°-0,5° = 25,5°. Mozna
poda¢ w odpowiedzi dopehienie tego kata, czyli 334,5°.

Do obu stron rownania dodajmy 111 i otrzymujemy 11k+111 = 30l, czyli 11(k+l) = 30l. Lewa strona tego rownania
musi by¢ podzielna przez 30, a poniewaz 30 i 11 sg wzglednie pierwsze, to k+1 musi by¢ podzielne przez 30, wigc
nie moze by¢ liczba pierwsza.

Xty _ \/_ 2 _ ) 2 _ s a2 2 _ P
Mamy 4 5 54/ XY . Stad 4(x+y)” = 25xy, czyli 4x“+8xy+4y~ = 25xy. Dalej 4x—17xy+4y” = 0, co zapisujemy

roéwnowaznie jako (4x-y)(x—4y)=0. Stad albo 4x=y albo x=4y. Szukany stosunek wynosi wiec 4:1 lub 1:4. Mozna
zatozy¢ na poczatku, ze x>y i podaé tylko jedna odpowiedz.

Niech dtugosci bokow matego prostokata wynosza a i 1. Wtedy wyjsciowy prostokat ma boki dtugosci a i 3.
Prostokaty podobne maja ten sam stosunek diugosci bokdéw, zatem musi zachodzi¢ a:1 = 3:a i wtedy stosunek
dhugosci bokow prostokatow wynosi a = a:1 = V3.

Niech na ptaszczyznie danych bedzie n linii. Jesli zadne dwie nie sa rownolegle, kazda z nich przecina si¢ z kazda
inna, czyli kazda przecina n—1 linii. Jesli do tego zestawu dorysujemy jeszcze jedna linig, ale rownolegle do jednej
Z juz istniejacych, to ta nowa linia takze przetnie n—1 linii. Na rysunku Joanny kazda prosta przecina t¢ sama liczbg
linii, co oznacza, ze kazda narysowana prosta musi naleze¢ do rodziny k rownolegtych linii, dla pewnej wartosci
naturalnej k. Wowczas liczba wszystkich prostych jest wielokrotnoscig liczby kK, powiedzmy, ze wynosi kn.
Woéwczas kazda linia przecina k(n—1) linii do niej nieréwnolegltych. Na rysunku Joanny k(n—1) = 10, wigc zardwno
k jak i n—1 musza by¢ dzielnikami 10, czyli naleze¢ do zbioru {1, 2, 5, 10}, co dajen= 11,6, 3,2 0razk =1, 2, 5,
10. Zatem Joanna mogta narysowac¢ jeden z nastepujacych rysunkow: a) 11 linii nieréwnolegtych (k=1, n=11), b)
po 2 linie réwnolegte w kazdym z 6 kierunkow (k=2, n=6), c¢) po 5 linii rownolegtych w kazdym z 3 kierunkow
(k=5, n=3), d) po 10 linii rownolegtych w kazdym z 2 kierunkéw (k=10, n=2). To wyczerpuje wszystkie
mozliwo$ci. Za pokazanie czterech konfiguracji bez uzasadnienia, ze innych nie ma przyznajemy 4 pkt. Za
pominigcie jednej przyznajemy 3 pkt, za pominigcie dwoch 2 pkt, za pokazanie tylko jednej przyznajemy 1 pkt.

2
Rownanie mozna zapisa¢ rOwnowaznie jako (X - y2 =15, czyli (2*+y)(2*-y) = 15. Stad 2"+y =5 2*-y=3 lub
2%+y =151 2%y =1 (bo szukamy rozwiazan catkowitych dodatnich i znamy porzadek czynnikéw). Z tych
warunkow otrzymujemy 2 pary spetniajace rownanie (2, 1) i (3, 7). Za pominigcie jednej przyznajemy 4 pkt.

Promien ¢wieréokregu TRU (i VPW) wynosi PR = PU = V2. Promien SU (i QW) ma dtugo$¢ V2—1. Obwod owalu
wynosi 2:1/4-27\2 + 2-1/4-2n(N2-1) = (2\2-1)x.



