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1) W pizzerii ,,Camorra” pizza Margarita na cieScie o cienkim spodzie o $rednicy 30 cm
sprzedawana jest w cenie 30 zt, a o §rednicy 40 cm w cenie 40 zt. Ktéry zakup lepiej si¢ oplaca?

2) Pierwszy kran napetnia basen w ciagu 2 godzin, a drugi w ciagu 4 godzin. Napetniony basen
oproznia si¢ przez otwor spustowy w ciagu 3 godzin. Napetnianie pustego basenu rozpoczgto,
odkrecajac jednoczesnie oba krany, jednak wczesniej pracownik obstugi zapomniat zakrecic
zawor spustowy. Jak dlugo bedzie napetiat si¢ basen?

3) Czy istnieje trojkat o bokach dhugosci 20072°Y, 200828, 20092197

4) W dwoch hotelach wybudowano prostokatne baseny o catkowitoliczbowych wymiarach. Basen
w Hydropolu ma powierzchnig 240 m? a basen w Hydroluxie ma powierzchnie 350 m? oraz
jest o 5 m dluzszy i 0 2 m szerszy niz w Hydropolu. Jakie wymiary moga mie¢ baseny w tych
hotelach?

5) Okrag wpisany w trojkat rownoramienny ma promien 2, a okrag styczny do dwoch ramion tego
trojkata i do okrggu wpisanego w ten trojkat ma promien 1. lle wynosi pole tego trojkata?

6) Na skwerze zakwitly 3 krzewy w kolorach: biatym, zottym i czerwonym. Liczba wszystkich
kwiatow byta dwa razy wigksza od liczby kwiatow biatych. Po tygodniu opadto 6 kwiatow i
wtedy suma wszystkich kwiatow na krzewach byta dwa razy wigksza od liczby kwiatow
z6Oltych. Po kolejnym tygodniu opadio 8 kwiatow 1 wtedy w sumie na krzewach bylo dwa razy
wigcej wszystkich kwiatéw niz kwiatow czerwonych, a liczby kwiatdw poszczegdlnych kolorow
wyrazaly si¢ kolejnymi liczbami naturalnymi. Ile kwiatow poszczeg6lnych koloréw byto na
krzewach na poczatku?

7) Marian zapomniat czterocyfrowy kod do otwarcia walizki, ale pamigta, ze byt on liczba
pierwsza o iloczynie cyfr 243. lle co najwyzej mozliwych kodow musi wyprobowac?

8) Do dwoch jednakowych szklanek mama wlata po 200 ml coca-coli i pepsi-coli. Nastegpnie
przelata tyzke coca-coli do szklanki z pepsi-cola, zawarto$¢ starannie wymieszata, a nastgpnie
tyzke tej mieszanki przelata z powrotem do szklanki z coca-cola. Czego byto wowczas wigce;j:
coca-coli w pepsi-coli czy pepsi-coli w coca-coli?

9) Czy suma szes$ciandéw liczb od 1 do 2018 dzieli si¢ przez 2019?

10) Jaka jest najmniejsza liczba naturalna posiadajaca 64 roézne dzielniki?
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| sp. Pizze zjadamy na calej jej powierzchni. Cena 1 cm? pizzy matej wynosi 30/30°t = 1/307 > 1/100 zt = 1 gr, a pizzy
duzej 40/40°t = 1/40m < 1/100 zt = 1 gr, wiec duza pizza wychodzi taniej. Il sp. Jesli jej promien pizzy r zwigkszy sie o
10 cm, to nowa powierzchnia wyniesie (r+10)? = nir? + ©(20r+100), czyli wzrosnie o ©(20r+100), co dla r = 30 cm
daje wzrost o ponad 2100 cm?. Za kazdy dodatkowy cm? pizzy doptacamy wigc 10/2100 ~ 0,0047 z}, czyli mniej niz
pot grosza. Zatem kazdy dodatkowy centymetr duzego placka jest ponad 2 razy tanszy niz w matym placku.
Pierwszy kran w ciagu godziny napetnia */, basenu, a drugi '/,. Natomiast przez otwor spustowy w ciagu godziny
wyptywa ilo$é¢ wody stanowiaca /5 objetosci basenu. Zatozmy, ze po otwarciu obu krandw i nie zamknieciu otworu
spustowego basen napelnia si¢ w ciagu X godzin, czyli w godzing napehnia si¢ jego Yy czesé. Zatem Y, =, + M, — Y5 =
%/1,. Stad x = 2%/, czyli basen napehi si¢ w ciagu 2 godzin i 24 minut.
Jesli a, b, ¢ oznaczaja dlugosci bokow trojkata, to z nierdwnoscei trojkata zachodzi a+b > ¢, a+c > b i b+c > a.
Przyjmujac a = 20072 b = 2008°%*8, ¢ = 2009%°*°, otrzymujemy natomiast a+b < ¢, bowiem 2007%*" + 2008 < 2 -
20087 < 2008 - 2008°°*8 = 20082"™ < 2009%*°, Stad wynika, ze trojkat o podanych dlugosciach bokéw nie istnieje.
x-y =240 x-y =240
(x+5)(v+2) =350 xy + 2x 4+ 5y 4+ 10 = 350"
Podstawiajac Xy z I rownania do II, otrzymujemy 240+2x+5y+10=350 i dalej
2x+5y=100, czyli x=50-2,5y. Stad szeroko$¢ y <20 i musi by¢ liczba parzysta. Mamy
wige 9 mozliwych rozmiaréw basenu W Hydropolu: 2x45, 4x40, 6x35, 8x30, 10x25,
12x20, 14x15, 16x10, 18x5. Jednak dwa ostatnie przypadki musimy odrzuci¢, bo y jest
w nich dlugoscia basenu, a nie szeroko$cia i one nie bgda spetniaty warunkéw zadania,
bo wowczas w Hydroluxie otrzymamy baseny 18x15 i 20x10, co oznacza, ze sg dluzsze
02 m, a szersze o 5. Jest zatem 7 mozliwych rozmiarow basenow w kazdym z hoteli. Za
zaliczenie 9 mozliwo$ci odejmujemy 5 pkt. Za pominiecie jakiej$ przyznajemy O pkt.
Niech h oznacza wysokos¢ trojkata i h = 6 + x. Trojkaty prostokatne ES,C i DS;C sa
podobne (kk), zatem maja proporcjonalne boki i zachodzi /= “14y. Stad X = 2, czyli
h=8. Stosujac twierdzenie Pitagorasa do trojkata DS,C, obliczamy |DC[=22. Tréjkaty
DS, C i AFC tez sa podobne (kk), zatem |DC|:|DS,| = |CF|:|JAF|, skad |AF| = 22, czyli
|AB|= 472. Pole trojkata wynosi *,-8-432 = 16V2.
Niech b, z, ¢ oznaczaja odpowiednio liczby kwiatow biatych, zottych i czerwonych na
poczatku, by, 75, ¢; — liczby kwiatow po tygodniu, a by, 2, €, — liczby kwiatdéw po dwoch tygodniach. Mamy: (*) b+z+c
=2b, (**) bytzy+cy = 22, = 2b-6, (***) by+z,+C, = 2¢, = 2b—14. Na koniec liczby kwiatow w poszczegolnych kolorach
wyrazaly si¢ kolejnymi liczbami naturalnymi n, n+1, n+2. Z (***) ¢, = b,+z,, wigc €, = n+2 oraz by+z,+c, = 2¢,, wiec
n+(n+1)+(n+2) = 2(n+2), stad n=1, zatem ¢,=3. Dalej z (***) 2c, = 2b-14, wiec b=10. Z (**) 2z, = 2b-16, czyli z,=7. Z
(*) z+c =10, a poniewaz z;=7 i C,=3, wiec z>7 i ¢>3. Ostatecznie b=10, z=7, ¢=3. Za poprawna odpowiedz, z ktorej nie
wynika, ze jest jedyna, przyznajemy 5 pkt.
243 = 3°i jest jednoznacznie iloczynem czterech liczb jednocyfrowych 1-3-9-9. Istnieje 12 mozliwych ustawien tych
cyfr w liczbg 4-cyfrowa: 1399, 1939, 1993, 3199, 3919, 3991, 9139, 9193, 9319, 9391, 9913, 9931. Ale liczby 1939 i
3199 sa podzielne przez 7, 3991 i 9139 przez 13, 9193 przez 29, a 9913 przez 23. Pozostale liczby sa pierwsze, co
trzeba sprawdzi¢, dzielac je przez liczby pierwsze nie przekraczajace ich pierwiastka kwadratowego (czyli w
najgorszym wypadku przez wszystkie 2-cyfrowe). Uczen powinien opisa¢ sposdb wykonywania tych sprawdzen. Za
wykonywanie niepotrzebnych dzielen odejmujemy 3 pkt. Ostatecznie jest 6 mozliwych kodow, ktore Marian musi
sprawdzié: 1399, 1993, 3919, 9319, 9391, 9931.
Rozpatrzmy dwie sytuacje: Gdyby pepsi coli w coca coli byto mniej niz coca coli w pepsi coli, to w obu szklankach
naraz byloby wigcej niz 250 ml coca coli, co jest sprzeczne z warunkami zadania. Gdyby za$ pepsi coli w coca coli
bylo wigcej niz coca coli w pepsi coli, to w obu szklankach bytoby mniej niz 250 ml coca coli, co tez jest sprzeczne z
warunkami zadania. Zatem coca coli w pepsi coli jest tyle samo co pepsi coli w coca coli.
Zachodzi a® + b® = (a + b)(a’ — ab + b?), co oznacza, ze suma szescianow dwoch liczb dzieli si¢ przez sume tych liczb.
W zadaniu liczba sktadnikow jest parzysta, wiec mozna je potaczyé w pary (13+2018%) + (2°+2017°%) + (3°+2016°) + ...
+ (1009°+1010°). Wyrazenie w kazdym nawiasie dzieli si¢ przez 2019, zatem ich suma réwniez.
64 dzielniki posiada np. 63. potega dwojki. Sa nimi: 1, 2, 2%, 2%, ..., 2%, Z poteg liczb pierwszych to jest najmniejsza
liczba o 64 dzielnikach. Znacznie mniejsza jest liczba 2°!-3 i tez ma 64 dzielniki. Dzielniki tej liczby sa postaci 2*-3",
gdzie x wybieramy na 32 sposoby (od 0 do 31), a y na 2 sposoby (0 lub 1). Dzielnikow wychodzi 2-32=64. Ale 64 =
4-16, wigc tyle dzielnikow bedzie miata tez liczba 215.3% 64 = 2.2-16, wiec trzeba tez rozwazy¢ liczbe 21%.3.5, ata jest
mniejsza niz poprzednia. 64 = 8-8, co prowadzi jeszcze mniejszej liczby 27-37. Trzeba jeszcze rozwazy¢ 64 = 2-4.8 i 64
= 2.2:2-8, ktore prowadza do liczb 27-3 5§ 2"-3.5. Ta ostatnia jest z nich najmniejsza. Pozostaja jednak przypadki 64 =
2.2.2:2-4i64 = 2.2.2.2-2.2, prowadzace do liczb 2%3 5.7-11 i 2.3-5.7-11:13-17, z ktorych 2.3 5.7-11 jest mniejsza i
jednoczesnie najmniejsza ze wszystkich rozwazanych. Uczeh powinien wykona¢ porownania przez szacowanie
(poréwnywanie czynnikdw), a nie wyliczanie warto$ci. W przeciwnym razie odejmujemy 2 pkt (przy poprawnej
metodzie i wyniku).

Z tresci zadania dostajemy uktad rownan { lub rownowaznie {
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Dane sg okrggi O1 1 O o $rodkach odpowiednio w punktach P i R styczne zewngtrznie w
punkcie C. Prosta AB jest styczna do okregu O; w punkcie A i do O, w punkcie B. Jaki jest
zwiazek migedzy miarami katow APC i ABC?

Na pokazie prestidigitatorskim Aleks pomyslal pewna liczbg trzycyfrowa, ktorej pierwsza i
ostatnia cyfra nie byty kolejnymi. Zapisat ja od tytu i odjal mniejsza od wigkszej z tych liczb.
Otrzymana r6znicg znowu zapisat od tytu i tym razem dodat te dwie nowe liczby. Magik
natychmiast odgadt liczbg otrzymana przez Aleksa. Jak to zrobit?

W okrag wpisano trapez o podstawach dtugosci 12 1 16 oraz wysokosci 2. Jaki jest promien
tego okregu?

Czy liczba 2019° — 20148 jest wielokrotnoscia piatki?

Jaki jest obwod prostokata, ktorego przekatna ma dlugos¢ V50, a pole wynosi 9?

Adam stoi wewnatrz ostrego kata dwusciennego utworzonego przez dwie pionowe tafle lustra.
Chce zaswieci¢ sobie w oczy $wiatlem wlasnej latarki, ale tak, by odbito si¢ ono od obu luster.
Co ma zrobi¢?

Czy liczba 9991 jest pierwsza?

W trojkacie o bokach dtugosci a, b, ¢ kat migdzy bokami dtugosci a i b ma 120 st. Wyprowadz
zaleznos$¢ pozwalajaca wyliczy¢ ¢ za pomoca aib.

Czy kwadrat liczby catkowite] moze mie¢ sumg cyfr rowng 2018?

10. Rozwiaz rownanie 12x2y3 = 4x4+9y6 w parach liczb rzeczywistych.
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Z sumy katow czworokata APRB mamy |4CRB|
180°-¢, a z prostopadtosci RB i AB mamy |4CBR|
90°-f. Z sumy katow w trdjkacie rownoramiennym P

CRB mamy « = 180°-24. Za bardziej skomplikowane e
N
{

rozwigzanie odjaé 2 pkt.

Otrzymany wynik to 1089 niezaleznie od liczby S | 2

wybranej przez Aleksa. Niech wigksza z liczb ma zapis ‘

ABC. Mamy 100A+10B+C-100C-10B-A = 99A-99C = 99(A-C). Warto$¢ w nawiasie jest jednocyfrowa, ale
wigksza niz 1, wigc otrzymamy pewna trzycyfrowa wielokrotno$¢ 99, np. 189, 297, 396, 495, 594, 693, 792, 891.
W kazdej z nich skrajne cyfry sumuja si¢ do 9, a srodkowa jest dziewiatka, wiec z ostatniego dodawania
dostaniemy 900+9+180 = 1089.

trapez jest rtownoramienny (za przyjecie tego bez uzasadnienia odejmujemy 2 pkt). Promien
prostopadty do podstaw potowi je. Z twierdzenia Pitagorasa dla dwdch trojkatow prostokatnych
otrzymujemy R* = x*+87 oraz R* = (2+x)’+62. Przyrownujac prawe strony otrzymujemy X=6, a
stad R=10. Trzeba jeszcze uzasadnic, ze srodek okregu lezy na zewnatrz trapezu (za
nierozwazenie tej mozliwosci odejmujemy 4 pkt). przyjecie tego bez uzasadnienia odejmujemy
4 pkt). Dochodzimy wtedy do sprzecznosci, bo analogiczne rozumowanie daje X=8, ktore
bytoby wtedy czescia wysokosci rownej 2.

Na podstawie symetrii figury ztozonej z okrggu i jego dwoch rownolegtych cigciw wnosimy, ze /\

Mozna bada¢ ostatnia cyfr¢ wyniku, ale to zmudne (za taka metode odja¢ 2 pkt, jesli poprawnie uzasadniono
wszystkie przej$cia). Ze wzoru na roznic¢ kwadratoéw dana liczba jest réwna (2019*+2014%)(2019%+2014%)
(2019+2014)(2019-2014), a ostatni czynnik wynosi 5.

Niech p jest potowa obwodu prostokata 0 bokach a i b. Poniewaz a* + b? +2ab = (a+h)?. Stad 50 +18 = p?, czylip =
\68. Obwod prostokata wynosi 2V68. Za bardziej skomplikowane rozwiazanie odjaé 2 pkt.

Zadanie polega na znalezieniu trojkata o wierzchotku w punkcie A i pozostatych
wierzchotkach na ramionach kata utworzonego przez lustra, bowiem z zasady
minimalizacji energii, $wiatlo porusza si¢ po najkrétszej mozliwej drodze
(rownowaznie mozna powotaé si¢ na rownos¢ katow padania i odbicia). Aby
zminimalizowa¢ obwod trojkata odbijamy punkt A w obu ramionach kata,
otrzymujac obrazy A’ i A”, ktore taczymy odcinkiem. Punkty przecigcia tego
odcinka z ramionami kata (ozn. B i C) wyznaczaja miejsca na tafli lustra, w ktore
(na wysoko$ci swoich oczu) powinien zaswieci¢ Adam (w kazdy z tych punktow,
czyli zadanie ma 2 mozliwe rozwiazania!). Minimalno$¢ obwodu trojkata ABC
mozna stwierdzi¢, wybierajac inne punkty odbicia $wiatta ozn. D i E (jeden z nich
moze pokrywac sie z B lub C). Wéowczas obwdd trojkata ADE jest taki, jak dlugo$¢ tamanej A’DEA”, podczas gdy
obwod ABC, czyli dlugos¢ tamanej A’BCA” jest odcinkiem, zatem najkrotsza mozliwa droga miedzy punktami A’ i
A,

10. .
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Dziesie¢ minut temu wskazowki zegara pokrywaly si¢. Jaki kat tworza obecnie?

Mama przygotowuje sos vinegret. Odlata szklankg 10% roztworu octu i odparowata z niej wodg
tak, ze objetos¢ roztworu zmalata o potowe. Jakie jest st¢zenie nowego roztworu?

Ania i Bartek wyszli z domu przy Rynku i zaczgli spacerowa¢ wokot Ratusza. Spacerowali ta
sama droga, ale w przeciwnych kierunkach. Gdy mingty 4 minuty, spotkali si¢ po raz pierwszy i
wowczas Ania postanowita i$¢ dwa razy wolniej. Po drugim spotkaniu, ktore nastapito po
kolejnych 6 minutach, Bartek zdecydowat si¢ i§¢ trzy razy wolniej. Po ilu minutach dojdzie do
nastepnego spotkania?

Pewien wielokat wypukly przecigto wzdtuz prostej. Okazato sig, ze liczby wierzchotkow
otrzymanych czgsci oraz poczatkowego wielokata to trzy kolejne liczby naturalne. Co to byt za
wielokat?

Oblicz dlugos¢ OC.

1
Podaj liczbe catkowita n, dla ktorej n < <n+1,
] l1IcZbe witg ) 437

W trojkacie rownoramiennym ramie¢ jest dwa razy dluzsze od podstawy. Suma dlugosci
promieni okregéw wpisanego 1 opisanego na tym trdjkacie jest rowna 11. Oblicz obwod tego
trojkata.

Laczac $rodki kolejnych bokéw pewnego pigciokata wypuklego otrzymano tamana zamknigta o
dhugosci 6,284 cm. lle wynosi suma dtugosci wszystkich przekatnych tego pigciokata?

Dla jakich warto$ci a rOwnanie (@%+1)(X*+y?) — 2(a+1)(x+y) + 2(1+2axy) = 0 ma dokladnie
jeden pierwiastek?

Szklanke w ksztalcie walca o srednicy 6 cm 1 wysokosci 9 cm napelniono woda. Nastepnie
przechylono ja tak, ze /3 wody wylata sie. Pod jakim katem przechylono szklanke?
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W ciagu 10 minut duza wskazowka obroci sie o /g kata pelnego, czyli 0 60°. W ciagu godziny mata wskazéwka
zakre$la kat 30°, zatem w ciagu 10 minut zakresli /6 30° = 5°. Kat miedzy wskazéwkami wyniesie 55°. Za
bardziej skomplikowane rozumowanie odja¢ 2 pkt.

Na poczatku ocet stanowit Yso czesé objetosci roztworu. Objetos¢ ta zmalata dwukrotnie, ale ilo$¢ octu si¢ nie
zmienila, wiec stanowi ona teraz /s cze$¢ objetosci roztworu, co oznacza, ze jest to roztwér 20-procentowy. Za
bardziej skomplikowane rachunki odja¢ 1 lub 2 pkt.

Niech s — dlugo$¢ drogi wokdt Rynku, a v, i vy, to poczatkowe predkosei dzieci (za zalozenie, ze sa rowne,
odejmujemy 7 pkt). Z warunkoéw zadania mamy S = 4v, + 4v, =6 V,/2 + 6V, skad v, = 2v;,. Niech t oznacza czas
do kolejnego spotkania. Mamy wowczas 4(v,+vp) =t (GAVAERTATNY Podstawiajac V, = 2V, otrzymujemy 12v, =
t(vb+1/3vb), skad t =9, wigc do nastgpnego spotkania dojdzie po 9 minutach.

Niech n — liczba wierzchotkow wielokata, a n—1 i n-2 to liczby wierzchotkow powstatych czgsci. Jesli prosta cigcia
przechodzita przez dwa wierzcholki, to (n-2) + (n—1) = n+2, skad n=5. Jesli prosta cigcia przechodzi przez jeden
wierzchotek i przecina jeden z bokow, to (n-2) + (n—1) = n+3, skad n=6. Jesli prosta ciecia nie przechodzi przez
wierzcholki, to (n—2) + (n—1) = nt4, skad n=7. Za pominigcie jednego przypadku przyznajemy 3 pkty, za dwoch —
1 pkt.

Z rysunku wynika, ze O jest punktem przecigcia symetralnych bokow trojkata, zatem OC jest promieniem okregu
opisanego na trojkacie. Trojkat AOB jest rownoramienny, a po opuszczeniu w nim wysokosci na bok AB
otrzymujemy dwie potowki trojkata rownobocznego o wysokosci 10, czyli o boku |JAO| |CO| = 20‘/3’/3.

43 +7
48-49
zawiera si¢ migdzy liczbami V36+7 i V49+7, czyli migdzy 13 a 14. Zatem liczba przeciwna do licznika mie$ci si¢
miedzy -14 i -13, skad n=-14.

Usuwamy niewymierno$¢ z mianownika utamka, otrzymujac X = . Licznik utamka wynosi V48+7 i

Niech O oznacza $rodek okregu o promieniu R opisanego na trojkacie ABC, W — $rodek okregu o promieniu r
wpisanego w ten trojkat, h — wysoko$¢ opuszczong na podstawe AB o dlugosci 2a, P - spodek tej wysoko$ci, M -
punkt stycznosci okregu wpisanego z ramieniem AC o dtugos$ci 4a. Z rownoramiennosci P jest §rodkiem podstawy.
Z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie ACP mamy h? + a’ = (4a)®, skad h = aV15. Z twierdzenia Pitagorasa w
trojkacie WCM mamy (h—r)? = r? + (3a)?, skad r = /5 aV15. Z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie APO mamy R? =
(h—\/R)2 + a% skad R = ¥/;5aV15. Poniewaz r+R = 11 = /35 aV15, dostajemy a = V15. Obwéd trojkata wynosi 10a =
10V15.

Kazdy odcinek tamanej jest potowa pewnej przekatnej, bo jest linia srodkowa trojkata, ktorego ta przekatna jest
podstawa. Stad suma dtugosci przekatnych jest 2 razy wigksza niz dtugo$¢ tamanej i wynosi 12,568 cm.

Rownowaznie otrzymujemy (a°x*+2axy+y?) + (a%y*+2axy+x%) — 2(ay+y) — 2(ay+x)+
2 =0, czyli (ax+y)’—2(ax+y) + 1 + (ay+x)?— 2(ay+x) + 1 = 0, czyli dalej (ax+y—
1)?+ (ay+x-1)> = 0 Suma liczb nieujemnych jest zerem wtedy i tylko wtedy, gdy
obie sa zerami, czyli ax+y = 1 i x+ay = 1. Ten ukfad rownan przedstawia dwie
proste: y = -ax+1 i y = /x+'/,. Aby rozwiazanie byly jedyne (pierwiastkiem byta
jedna para liczb), proste nie moga by¢ rownolegte, czyli musi by¢ a #1 i a#-1. Za
odpowiedz bez uzasadnienia, ze innych mozliwych a nie ma, przyznajemy 2 pkt, za
uzasadnienia tylko jednego z warunkow 4 pkt.

Objetos¢ szklanki wynosi V = 81z. Objgtos¢ wylanej wody V; rowna jest potowie
objetosci walca o promieniu 3 i wysokosci X, skad V; = Y, 92x = Y5V = 277, czyli
x=6. Wida¢ wigc, ze przekrdj walca jest kwadratem i a = 90°-o = 45°, zatem

szklankg¢ pochylona pod katem 45° do poziomu.



