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lle jest liczb co najwyzej pieciocyfrowych podzielnych przez 3, ktorych iloczyn cyfr wynosi 5?

Miary katéw W stopniach pewnego trojkata rOwnoramiennego wyrazaja si¢ liczbami
calkowitymi. Jakie miary majq pozostale katy tego trojkata, jesli jeden ma miarg 55°?

Jakie liczby dwucyfrowe zwigkszaja si¢ dziewigciokrotnie po wstawieniu dodatkowej cyfry
migdzy ich cyfry dziesiatek i jedno$ci?

Podane liczby maja wspolny trzycyfrowy dzielnik. Jaki? Wykonaj jak najmniej rachunkow.
33535, 313111, 73777, 29299, 3883.

Autokary z zaprzyjaznionych szkot w Anomalii i Banialuce zabraty uczniow i wyjechaty na
piknik matematyczny. Maja spotkac¢ si¢ po uptywie 6 godzin od wyjazdu pierwszego z nich. O
ile p6Zniej powinien wyjecha¢ autokar z Banialuki, aby piknik odbyt si¢ w potowie drogi
migdzy szkotami, jesli jedzie ze Srednig predkoscia 1Y, razy wigksza?

Woda ptynaca jednoczesnie z krandw A, B i C napelnia basen w ciagu czterech godzin. Woda
plynaca tylko z kranu A napetia w ciagu godziny ‘10 basenu, a ptynaca tylko z kranu B — /1,
basenu. Ile czasu trwaloby napetianie basenu woda ptynaca tylko z kranu C?

lle wynosi 20192 — 2018%?

Agatka zapomniata trzycyfrowy kod do otwarcia pamigtnika, ale pamigta, ze byt on liczba
pierwsza o iloczynie cyfr 27. lle co najwyzej mozliwych kodéw musi wyprobowac?

W trojkacie ABC poprowadzono wysokosci z wierzchotkéw B i C. Przecigly one przeciwlegte
boki odpowiednio w punktach E i D. Okazato sig, ze punkty te byty rownoodlegte od
wierzchotka A. Pokaz, Ze trojkat ABC jest rOwnoramienny.

10) Do dwoch jednakowych szklanek mama wlata po 200 ml coca-coli i pepsi-coli. Nastepnie

przelata tyzke coca-coli do szklanki z pepsi-cola, zawarto$¢ starannie wymieszala, a nastgpnie
tyzke tej mieszanki przelata z powrotem do szklanki z coca-cola. Czego byto wowczas wigcej:
coca-coli w pepsi-coli czy pepsi-coli w coca-coli?
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Aby iloczyn cyfr byt rowny 5, liczba musi zapisywac sig jedna piatka i samymi jedynkami (w dowolnej kolejnoscei).
Dla liczb jednocyfrowych jest to tylko 5, ale nie jest podzielne przez 3. Dla liczb dwucyfrowych uzywamy cyfr 51 1 na
2 sposoby, suma cyfr daje liczby podzielne przez 3. Liczb trzy- i czterocyfrowych nie ma, bo suma cyfr wynosi
wowcezas 7 lub 8. Liczb pigciocyfrowych jest 5 (piatka na wybranym miejscu i reszta to jedynki) i kazda z nich dzieli
si¢ przez 3, bo suma cyfr to 9. Zatem szukanych liczb jest 7.

Trojkat rownoramienny naprzeciwko przystajacych bokow ma réwne katy. Jesli kat o mierze 55° lezatby przy
podstawie, to pozostate katy miatyby 55° i 70°. Jesli lezalby naprzeciw podstawy, to suma miar katow przy podstawie
bytaby liczba nieparzysta i nie dawata si¢ podzieli¢ w sposéb catkowity na 2, wiec ten przypadek nalezy odrzuci¢. Za
rozwazenia tylko jednego przypadku odejmujemy 5 pkt, za nieodrzucenie rozwiazania niecatkowitego odejmujemy 3
pkt.

Niech dana liczba ma zapis ab, gdziea#0,b € {0, 1, 2, ..., 9}. Z warunkdéw zadania mamy 100a + 10x + b =
9-(10a+b), skad a+x = “/sb. Stad b =5 lub b = 0. Jesli b = 0, to a + x = 0 i rozwiazanie nie istnieje (za brak rozpatrzenia
tego przypadku odejmujemy 4 pkt). Jesli b =5, to a + X =4 i mamy cztery mozliwos$ci: a=1 i x=3, a=2 i x=2, a=3 i x=1,
a=4 i x=0. Szukane liczby to: 15, 25, 35 i 45. Za pominigcie jednej przyznajemy 4 pkt, za wiecej — O pkt.

Sposrod podanych liczb najmniejsza 3883 dzieli sie przez 11 (uczen powinien poprawnie podac ceche podzielnosci
przez 11, w przeciwnym razie odejmujemy 2 pkt) i daje trzycyfrowy wynik 353. Liczby pierwsze mniejsze od 11 nie sa
dzielnikami tej liczby (cechy podzielnosci), a z liczb pierwszych wigkszych od 11 sprawdzamy tylko 13 (bo dzielenie
przez 17 Iub wigcej da wynik dwucyfrowy). 13 dzielnikiem nie jest, ale trzeba sprawdzi¢, czy nie spetnia warunkow
zadania (za poprzestanie na podzielno$ci przez 11 odejmujemy 4 pkt ). Zatem zaden inny dzielnik liczby 3883 nie
bedzie trzycyfrowy, wiec 353 to jedyna liczba spetniajaca warunki zadania. W zadaniu wykonano 2 dzielenia (przez 11
i 13). Dopuszczamy ew. dzielenie przez 17. Za wigksza liczbg wykonanych dziatan (6 wlacznie) odejmujemy 3 pkt. Za
7 dziatan lub wigcej przyznajemy 3 pkt.

Niech v oznacza predko$¢ autokaru z Anomalii, a X — czas o ktory wezeéniej musi on wyjecha¢. Aby autokary spotkaty
si¢ w polowie drogi, musi zachodzié¢ 6v = (6-X)-“/5v. Stad otrzymujemy x = 1,5, zatem autokar z Banialuki musi
wyjecha¢ 1,5 h pdzniej.

Woda plynaca jednoczesnie z kranéw A, B i C w ciagu godziny napetnia '/, basenu. Jaka cze$¢ basenu napehni w ciagu
godziny woda z kranu C, obliczmy z rownania Yo + 1y + x =Y, skad x = Y5, Zatem napehianie calego basenu woda
plynaca tylko z kranu C trwatoby 15 godzin. Za bardziej skomplikowane rachunki odejmujemy 2 pkt.

Niech dane bedzie 20197 jednostkowych kwadratow. Uktadamy z nich kwadrat o boku 2019. Z prawego

gornego rogu wycinamy kwadrat o boku 2018. Pozostaje zewngtrzna warstwa kwadratow w ksztatcie litery L.

Sktada si¢ ona z 2019 kwadratow w pionie i jeszcze 2018 w poziomie, czyli wynik to 4037. Jesli uczen

skorzysta ze wzoru skroconego mnozenia na roéznice kwadratow, powinien go uzasadni¢ na prosbe jury. Jesli tego nie
zrobi, odejmujemy 2 pkt.

27 = 3%i jest jednoznacznie iloczynem trzech liczb jednocyfrowych 1.3.9. Istnieje 6 mozliwych ustawien tych cyfr w
liczbe 3-cyfrowa: 139, 193, 319, 391, 913, 931. Ale liczba 319, 391 i 913 sg podzielne przez 11, a liczba 931 przez 7.
Pozostate liczby (139 i 193) sa pierwsze, co trzeba sprawdzi¢, dzielac je przez liczby pierwsze nie przekraczajace 13.
Uczen powinien opisa¢ sposob wykonywania tych sprawdzen. Za wykonywanie niepotrzebnych dzielen odejmujemy 3
pkt.

Trojkaty AEB i ACD sa przystajace, bo maja jednakowe wszystkie katy i rowny jeden bok
|AD|=|AE|. Zatem ich przyprostokatne lezace naprzeciw kata A sa rowne. Boki, na ktore opadaja
rowne wysokos$ci, musza by¢ rowne (ze wzoru na pole trojkata). Za bardziej skomplikowane
rozwiazanie odejmujemy 2 pkt.

Rozpatrzmy dwie sytuacje: Gdyby pepsi coli w coca coli byto mniej niz coca coli w pepsi coli, to

w obu szklankach naraz byloby wigcej niz 250 ml coca coli, co jest sprzeczne z warunkami zadania. Gdyby za$ pepsi
coli w coca coli byto wigcej niz coca coli w pepsi coli, to w obu szklankach byloby mniej niz 250 ml coca coli, co tez
jest sprzeczne z warunkami zadania. Zatem coca coli w pepsi coli jest tyle samo co pepsi coli w coca coli.
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Czy 2018 mozna zapisa¢ jako iloczyn dwoch liczb pierwszych?
Czy liczba 2019 — 20147 jest wielokrotnoscia piatki?

Pierwszy kran napelnia basen w ciagu 2 godzin, a drugi w ciagu 4 godzin. Napelniony basen
oproznia sig przez otwor spustowy w ciagu 3 godzin. Napelianie pustego basenu rozpoczgto,
odkrecajac jednoczesnie oba krany, jednak wczesniej pracownik obstugi zapomniat zakreci¢ zawor
spustowy. Jak dtugo bgdzie napetniat si¢ basen?

Ile jest liczb trzycyfrowych, ktorych iloczyn cyfr wynosi 127
Przez jaka liczbe 10 razy trzeba podzieli¢ 100 aby wyszto 50?
Okregi P, Q, R sa wzajemnie styczne, a ich $rodki leza na $rednicy

okregu P. Ile wynosi stosunek sumy obwodéw okregéw Q i R do
obwodu okrggu P?

Liczba naturalna n przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2. Jaka reszte
daje liczba n*+1 przy dzieleniu przez 5?

500500 jest suma poczatkowego odcinka kolejnych liczb naturalnych. Ilu?
Czy istnieje trojkat o bokach dugosci 2007%°Y, 2008%°8, 2009797

Matlandia ma flagg panstwowa w ksztalcie trojkata
réwnobocznego. Flaga jest bialo-czerwona jak na rysunku
(czerwony skserowany jest na szaro). Odcinki, ktére wychodza z
wierzchotka, dziela przeciwlegly bok na czesci w stosunku 1:2.
Jaka cze$¢ pola flagi stanowi kolor czerwony?
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2018 dzieli sig przez 2, ktore jest liczba pierwsza. Drugim czynnikiem pierwszym musi by¢ 1009. Trzeba
sprawdzi¢ jej pierwszo$¢ (podzielno$é przez liczby pierwsze mniejsze od 3 do 31). Za wigcej sprawdzen odja¢ 2
lub 3 pkt.

Badamy ostatnia cyfre wyniku. Odjemna konczy si¢ na 1, a odjemnik na 6, wobec tego réznica konczy si¢ na 5. Za
brak uzasadnienia, ze ostatnia cyfra iloczynu/r6znicy zalezy tylko od ostatnich cyfr czynnikow/sktadnikow
odejmujemy 4 pkt (uzasadnienia np. z algorytmu dziatan pisemnych). Uczen powinien zacytowaé poprawnie ceche
podzielno$ci przez 5. Mozna tez otrzymac odpowiedz ze wzoru na réznicg kwadratow, ale ten wzor uczen
powinien umie¢ uzasadni¢. W przeciwnym razie odjac 2 pkt.

Pierwszy kran w ciagu godziny napehia '/, basenu, a drugi */,. Natomiast przez otwér spustowy w ciagu godziny
wyplywa ilo§¢ wody stanowiaca /5 objetosci basenu. Zatézmy, Zze po otwarciu obu kranéw i nie zamknigciu
otworu spustowego basen napetnia si¢ w ciagu X godzin, czyli w godzing napelnia sie jego '/ czes¢. Zatem */y = U/,
+ Y, — 3 =11,. Stad x = 2%s, czyli basen napelni si¢ w ciagu 2 godzin i 24 minut.

12 mozna przedstawi¢ jako iloczyn liczb jednocyfrowych na 3 sposoby 6-2:-1, 4-3-1, 3-2-2. Z cyfr 6,2, 1 oraz 4, 3, 1
mozna ztozy¢ po 6 liczb trzycyfrowych (=3!) a z cyfr 3, 2, 2 — jeszcze 3 liczby trzycyfrowe (wybdr miejsca dla
trojki). Zatem szukanych liczb jest 6+6+3 = 15.

Niech x oznacza szukana liczbe. Musi zachodzi¢ 100/x* = 50. Stad x*°=2 i x = 19/5 ~1,07177...

Z warunkow stycznosci $rednice okrggéw Q I R sumuja si¢ do srednicy P, wigc promienie Q i R — do promienia P.
Wszystkie okregi sa podobne. Jesli skala podobienstwa okregdw wynosi K, to zarowno ich promienie jak i obwody
pozostaja w stosunku k. Niech Q i P beda podobne w skali @, a R i P — w skali b. Wowczas (ob Q + ob R)/ob P =
ob Q/Ob P+obR/obP=a+hb= I’Q/I’p +rR/rp = (rQ+rR)/rp = rp/rp =1

Liczbe n mozna zapisaé jako 5k+2. Wowcezas n?+1 = (5k+2)(5k+2) = 25k*+10k+10k+4+1, co dzieli si¢ przez 5 (bo
kazdy sktadnik jest podzielny), czyli szukana reszta wynosi 0. Jesli uczen skorzysta ze wzoru skroconego
mnozenia na réznic¢ kwadratéw, powinien go uzasadni¢ na prosbg jury. Jesli tego nie zrobi, odejmujemy 4 pkt

Niech 500500 = 14+2+3+...+n. Wowczas 1001000 = 2-(1+2+3+...+n) = (1+2+3+...+n) + -(n+...+3+2+1) =
(n+1)+(n+1)+...+(n+1), gdzie nawiasow jest n. To daje n(n+1) = 1001000, czyli to jest iloczyn dwoch kolejnych
liczb, a to jak widaé z zapisu dziesigtnego moze by¢ 1000-1001. Innych mozliwo$ci nie ma, bo kazde inne kolejne
2 czynniki dadza zawsze albo liczbg wigksza, albo mniejsza Stad n=1000. Uczen moze skorzysta¢ ze wzoru na
sumg kolejnych liczb naturalnych, ale wowczas powinien go uzasadni¢ (czyli przeprowadzié powyzsze
rozumowanie). Jesli tego nie zrobi, odejmujemy

Jesli a, b, ¢ oznaczaja dlugo$ci bokow trojkata, to z nierownosci trojkata zachodzi a+b > ¢, a+c > b i b+c > a.
Przyjmujac a = 2007%° b = 2008°**8, ¢ = 2009%°*°, otrzymujemy natomiast a+b < ¢, bowiem 2007%°*" + 2008%* <
2 2008°* < 2008 - 2008%”® = 2008%*™ < 2009?"". Stad wynika, ze trojkat o podanych dugo$ciach bokéw nie
istnieje.

C

Oznaczmy czerwone pole CC’E = BB’D = AA’F jako a. Wowczas
BC’E = AB’D = A’CF to 2a. Natomiast b niech oznacza pole BB’C’
= AB’A’=CA’C’, a X - pole trojkata A’B’C’. Pole trojkata ADC jest
2 razy wigksze od BDC, co daje rownos¢ 8a+2b = 5a+2b+x, skad
x=3a. Takze pole trojkata ADC” jest dwa razy wigksze od pola BDC’,
co daje rowno$¢ x+b+2a = 2a+2b, skad x=b, czyli b=3a. Cale pole
trojkata ABC to 21a, a pole czerwone to 6a, co stanowi /7 catosci.




10.

DOLNOSLASKIE MECZE MATEMATYCZNE
EDYCJA XVIII - ROK SZKOLNY 2018/2019

SP JUNIORZY — RUNDA ELIMINACYJNA
MECZ I11

lle jest liczb trzycyfrowych podzielnych przez 7 lub 11?

Tomek napisat dwie liczby catkowite dodatnie za pomoca cyfr: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Kazda z tych cyfr
wystepowata tylko w jednej z liczb i to doktadnie raz. Gdy liczby te dodal, otrzymat 750. Jakie
liczby napisat?

W dwéch hotelach wybudowano prostokatne baseny o catkowitoliczbowych wymiarach. Basen w
Hydropolu ma powierzchnig 240 m?, a basen w Hydroluxie ma powierzchnig 350 m® oraz jest 0 5
m dhuzszy i 0 2 m szerszy niz w Hydropolu. Jakie wymiary moga mie¢ baseny w tych hotelach?

Ile jest liczb trzycyfrowych, ktérych suma, cyfr wynosi 127

W karawanie sa dromadery i wielbtady dwugarbne. W sumie w karawanie jest 50 garbow i 136
nog. lle ktorych zwierzat idzie w karawanie?

Podczas treningu cyklistka Laura jechata przez 10 min z predkoscia 12 km/h potem przez 15 min z

predkoscia 10 km/h, a nastgpne 5 km przejechata z predkoscia 15 km/h, Jaka byta jej srednia
predkos¢ jazdy?

Zapisz liczbe 2018 W postaci sumy odwrotnosci dwoch liczb catkowitych.

Jaka jest najmniejsza liczba naturalna posiadajaca 32 r6zne dzielniki?

Wewnatrz dziesigciokata foremnego utworzono czworokat, ktérego dwoma bokami byty
przeciwlegle boki dziesigciokata. Jaka czes$¢ dziesigciokata stanowit ten czworokat?

lle jest par liczb catkowitych (m, n), dla ktorych prawdziwe jest zdanie: m-kat foremny ma kat
zewngtrzny o mierze n°, a n-kat foremny ma kat zewnetrzny o mierze m°.
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Liczb trzycyfrowych jest 999-99 = 900. Co siédma z nich dzieli si¢ przez 7 (to daje [900:7]=128 liczb), a co 11
dzieli si¢ przez 11 (to daje [900:11] = 81 liczb). Jednak co 77 liczba dzieli si¢ jednoczesnie przez 71 11 (wspdlne
wielokrotnosci — jest ich [900:77] = 11). Zatem liczb podzielnych przez 7 lub 11 jest 128+81-11 = 198.
Obie liczby musiaty by¢ trzycyfrowe. Aby wynik konczyl si¢ zerem, sktadniki musiaty konczy¢ si¢ na 4 i 6, co
daje przeniesienie jednostki do rzedu dziesiatek. Cyfry dziesiatek powinny sumowac si¢ z koncéwka 4. Z
pozostatych cyfr mozna to uzyskac jedynie cyframi 1 i 3. Zostaja cyfry 2 i 5 do rzedu setek. W I sktadniku cyfry w
trzech rzgdach wstawiamy niezaleznie, na kazdym miejscu mamy 2 mozliwosci wyboru, a ustalenie I sktadnika
daje jednoznacznie II sktadnik. Dlatego Tomek mogt napisa¢ jedna z 8 par liczb: (214, 536) (514, 236), (234, 516),
(534, 216), (216, 534) (516, 234), (236, 514), (536, 214). Za pomini¢cie jednej mozliwosci odejmujemy 6 pkt, za
wigcej niz jednej przyznajemy 0 pkt. Za poprawna odpowiedz bez uzasadnienia, ze to wszystkie mozliwosci,
przyznajemy 2 pkt.
Niech X jest dtugoscia, a y szerokoscia basenu w Hydropolu. Mamy (x+5)(y+2) = 350, czyli xy+2x+5y+10 = 100.
Podstawiajac xy = 240, otrzymujemy 2x+5y = 100, czyli x = 50-2,5y. Stad szeroko$¢ y <20 i musi by¢ liczba
parzysta. Mamy wigc 9 mozliwych rozmiarow basenu w Hydropolu: 2x45, 4x40, 6x35, 8x30, 10x25, 12x20,
14x15, 16x10, 18x5. Jednak dwa ostatnie przypadki musimy odrzucié, bo Yy jest w nich dlugoscia basenu, a nie
szerokoscia i one nie bgda spelniaty warunkéw zadania, bo wowczas w Hydroluxie otrzymamy baseny 18x15 i
20x10, co oznacza, ze sa dluzsze o 2 m, a szersze o 5. Jest zatem 7 mozliwych rozmiarow basenéw w kazdym z
hoteli. Za zaliczenie 9 mozliwosci odejmujemy 5 pkt. Za pominiecie jakiej§ przyznajemy 0 pkt.
Wszystkie mozliwe rozktady 12 na sume trzech cyfr to: 9+3+0 (4 mozliwe liczby), 9+2+1 (6 liczb), 8+4+0 (4
liczby), 8+3+1 (6 liczb), 8+2+2 (3 liczby), 7+5+0 (4 liczby), 7+4+1 (6 liczb), 7+3+2 (6 liczb), 6+6+0 (2 liczby),
6+5+1 (6 liczb), 6+4+2 (6 liczb), 6+3+3 (3 liczby), 5+5+2 (3 liczby), 5+4+3 (6 liczb) i 4+4+4 (1 liczba). Razem
mamy 66 mozliwych liczb trzycyfrowych.
Kazdy wielblad ma 4 nogi, czyli jest ich w karawanie 136:4 = 34. Gdyby kazdy miat jeden garb, zostaloby 50-34 =
16 garbéw w nadmiarze i mozna nimi obdzieli¢ 16 zwierzat dwugarbnych. Dromaderéw bedzie wiec 34-16 = 18.
Za bardziej skomplikowane rachunki odejmujemy 2 pkt.
Predkos¢ $rednia to calkowita przejechana droga podzielona przez czas jazdy. Laura przejechata 12-Y/g + 10-Y/, + 5
=9,5 km w czasie Y + Yy + 15 =Yg + Y+ =3, godziny. Jej srednia predkos¢ wyniosta wige 9,5 : ¥,=12i%,
km/h.
1 1 2n+n_ 3

1
— =+ =M - = - =
2018 n  on  amy Stadn

Szukamy jednego z mozliwych rozktadéw, np. postaci 2018 2n? o

1
3027 + 6054 Za istotnie bardziej skomplikowane rozwiazanie odejmujemy

1009-3 = 3027, a szukany rozktad to
2 pkt.

32 dzielniki posiada np. 31. potega dwojki. Sa nimi: 1, 2, 2% 2% ..., 2%%. Z poteg liczb pierwszych to jest
najmniejsza liczba o 32 dzielnikach. Znacznie mnigjsza jest jednak liczba 2°-3 i tez ma 32 dzielniki. Dzielniki tej
liczby sa postaci 2*-3Y, gdzie X wybieramy na 16 sposobow (od 0 do 15), a y na 2 sposoby (0 lub 1). Dzielnikow
wychodzi 2:16 = 32. Ale 32 = 4.8, a tyle dzielnikdw bedzie miata liczba 27-3%, Ponadto 32 = 2.2-8, wiec trzeba tez
rozwazyé liczbg 27-3-5, a ta jest mniejsza niz poprzednia. Pozostaje jeszcze 32 = 2-2-2-2-2, ktore prowadzi do
liczby 2.3 5-7-11, ale ona jest juz wigksza. Najmniejsza liczba o 32 dzielnikach

jest wiee 27-3 5 = 1920.Uczen powinien wykonaé poréwnania przez szacowanie C B
(porownywanie czynnikdw), a nie wyliczanie warto$ci. W przeciwnym razie

odejmujemy 2 pkt (przy poprawnej metodzie i wyniku). D A
Przeciwlegle boki dziesigciokata foremnego sa rownolegte. Utworzony czworokat

jest prostokatem (za brak uzasadnienia odja¢ 2 pkt). Dziesigciokat mozna E J
podzieli¢ na 10 trojkatow rownoramiennych o wierzchotku w $rodku wielokata.
Trojkaty AOJ i EFJ stanowia 2 z tych trojkatow i maja pola takie jak EOA i FOJ

(rowne podstawy, wspolna wysokos$¢ — za brak uzasadnienia odja¢ kolejne 2 pkt). F 1
Stad caly prostokat to *110="15 dziesieciokata. G H
Kat zewnetrzny wielokata jest przyleglty do kata wewnetrznego. Jesli kat A

zewnetrzny ma n°, to wielokat foremny ma 360/n bokow. Stad mamy m=360/n i

n=360/m. Zatem m-n = 360, wigc m jest dowolnym dzielnikiem 360 wigkszym od 2 (za E
doliczenie 1 lub 2, ktére nie dadza wielokata odejmujemy 4 pkt). Jest ich 20 (3, 4, 5, 6,

8,9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 45, 60, 72, 90, 120), jest wiec 20 mozliwych par

(m, 360/m). F '



