DOLNOSLASKIE MECZE MATEMATYCZNE
EDYCJA XV - ROK SZKOLNY 2015/16

LICEA - RUNDA ELIMINACYJNA
MECZ |

1) Znajdz takie liczby xi, X2, Xs,..., X2015, ktore spetniaja nastepujace warunki: [Xi| = |Xo| = ... =
[X2015| = 1 Oraz XiXz + XoX3 + X3Xs +...+ X2014X2015 + X2015X1 = 0.

2) Para (a, b) spetnia ponizszy uktad rownan. Oblicz sumg liczb a i b.
2015x+2016y = 16126
0,125x + gy = 1.

3) Trojkat prostokatny ma przeciwprostokatna dtugosci 7V65, obwod 75+7V65 i pole 637. Jakie
ma dtugosci przyprostokatnych?

4) Jaka reszte z dzielenia przez 24 daje suma szescianow trzech kolejnych liczb naturalnych
parzystych?

5) W ilu maksymalnie punktach moga si¢ przeciaé przekatne szesciokata?

6) Wiedzac, ze Suma kwadratow kolejnych liczb naturalnych od 1 do n wynosi n(n +1)6(2n +1) ,
oblicz sume kwadratow kolejnych liczb nieparzystych od 1 do 2015.
7) Czy koto o promieniu 2 mozna pokry¢ czterema kotami o promieniu 1?
y
8) W trojkacie XYZ boki XY, YZ i ZX maja dlugosci rowne P -
odpowiednio 2, 3 i 4. W trojkacie wybrano punkt M, przez M
ktory poprowadzono proste rownolegte do bokéw trojkata jak } ya
na rysunku. Okazato sig, ze odcinki AP, QS i BT maja X s 0

jednakowa dtugos$¢. Ile ona wynosi?

9) Czy liczba nieparzysta i polowa nastgpujacej po niej liczby parzystej moga mie¢ wspolny
dzielnik wigkszy niz 1?

10) Czy 12-kat foremny mozna podzieli¢ na wielokaty foremne?
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Z pierwszego warunku widaé, ze szukane liczby sa rowne 1 lub -1, zatem iloczyny takich liczb rowniez. Aby suma
jedynek i minus jedynek data zero, sktadnikéw musi by¢ parzysta liczba, a w podanej sumie jest ich 2015. Zatem nie
istnieja liczby o zadanych wlasno$ciach. Za poprawne lecz bardziej skomplikowane rozumowanie odejmujemy 2 pkt.

Mnozymy obie strony drugiego réwnanie przez 8. Wida¢, ze suma a i b jest rowna 8. Za bardziej skomplikowane
rozwigzanie odejmujemy 4 punkty.

Niech a i b to szukane dugosci przyprostokatnych. Mamy a?+b? = 49-65 = 3185, a+b = 75, 0,5-ab = 637. Zachodzi
(a+b)? = a®+b?+2ab, zatem powinno by¢ 752 = 49-65 + 2-2.637. Jednak 5625 # 3185 + 2548 = 5733. Trojkat o
podanych wiasnoS$ciach nie istnieje.

Trzy kolejne liczby parzyste to 2n, 2n+2 i 2n+4. Obliczamy (2n)® + (2n+2)* + (2n+4)® = 8n® + 8n® +3-4n%2 + 3-2n-4 + 8
+8n° + 3-4n°4 + 3-2n-16 + 64 = 24n° + 24n° + 48n” + 24n + 96N + 72 = 24(n*+n*+2n’+n+4n+3) = 24(n*+3n?+5n+3).
Zatem szukana reszta wynosi 0.

Aby przeci¢é bylo jak najwigcej, nalezy tak skonstruowac szes$ciokat, aby zadne trzy przekatne nie przecinaly si¢ w
jednym punkcie. Wowczas kazde przecigcie jest jednoznacznie wyznaczone przez przecigeie przekatnych w
czworokacie, ktory powstat przez wybodr czterech wierzchotkdéw sposrod wierzchotkdow szes$ciokata. Takich

czworokatow jest (4) , czyli 15. Za zliczanie ,,na piechotg” przyznajemy 6 pkt. Za zastosowanie metody

matematycznej bardziej skomplikowanej (dajacej bardziej skomplikowane rachunki) odejmujemy 2 pkt.

Sume 1%+3%+5%+...+2013%+2015% mozna zapisaé jako (2-0+1)%+(2-1+1)%+(2-2+1)*+...+(2-1006+1)%+(2-1007+1) =
(4-0%4+2:2-0+1%) + (4-1%+2-2-1+1%) + (4-2°+2.2.2+1%) + ... + (4-1006°+2.2-1006+1%) + (4-1007°+2-2-1007+1%) =
4-(0%+1%+2%+3%+...+1006°+1007%) + 4-(0+1+2+3+...+1006+1007) + 4-(1+1+1+...+1), gdzie w ostatnim nawiasie jest
1007-1008-2015 1007-1008

+4. +4-1008 =

1008 jedynek. Korzystamy z podanej zaleznosci, otrzymujac 4 -

1363558560+ 2030112+4032 = 1365592704.

Cztery kota nie wystarcza. Wpisujemy w duze koto szesciokat foremny (6 odcinkow o dlugosci 2). Kazdy z tych
odcinkéw musi by¢ pokryty innym kotem, beda to kota o roztacznych wnetrzach. Kot musi wige by¢ co najmniej 6. Za
odpowiedz bez uzasadnienia przyznajemy 1 pkt.

Wszystkie trojkaty powstate na rysunku sa podobne (cecha kkk), zatem wszystkie maja stosunek bokow rowny 2:3:4.
Niech x oznacza szukana dlugosé¢ AP. Woweczas |[AM|=2x. Ponadto |BT|=x i |BM|="/5x. Czworokat AMSX z konstrukcji
jest rownoleglobokiem, czyli JAM|=|XS| = 2x. Podobnie |BM|=|QZ|="/5x. Poniewaz [XS|+|SQ|+|QZ]| = 4, 2x+x+*/3x =4,
skad x="%/4.

2n + 1 jest liczba nieparzysta, a potowa kolejnej liczby to n+1. Zachodzi NWD(a, b) = NWD(a-b, b) —algorytm
Euklidesa. Mamy wigc: NWD(2n+1, n+1) = NWD(2n+1-(n+1), n+1) = NWD(n, n+1) = NWD(n, n+1-n) = NWD(n, 1)
= 1. Zatem podane liczby sa wzglednie pierwsze.

Narysujmy szesciokat foremny i na jego bokach zbudujmy kwadraty. Dziury miedzy kwadratami wypehniaja trojkaty
réwnoboczne (réwnoramienne z katem 60°), co daje w sumie 12-kat foremny.
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1) Walet Kier mowi prawdg zawsze w poniedziatki, wtorki, srody i czwartki, a pozostate dni
tygodnia klamie. Walet Karo mowi prawde w piatki, soboty, niedziele i poniedziatki, a w
pozostate dni ktamie. W zesztym tygodniu obaj powiedzieli rdwnocze$nie: Wezoraj ktamalem.
W jakim dniu tygodnia miato to miejsce?

2) Jakaresztg z dzielenia przez 3 daje suma kwadratow trzech kolejnych liczb catkowitych.

3) W trojkat PQR wpisano okrag styczny do bokéw w punktach S, T, U jak
na rysunku. Wykaz, ze y jest pewna $rednig a 1 £.

4) Znajdz takie liczby X1, X2, Xs,..., X2014, KtOre spetniaja nastgpujace warunki: [Xi| = [Xo| = ... =
[X2014] = 1 Oraz XiXz + X2X3 + X3X4 +...+ X2013X2014 + X2014X1 = 0.

Q

5) Trzy kwadraty ustawiono jak na rysunku, tak ze ich podstawy tworza P
linig prosta. Rowniez wierzcholki P, Q, R leza na linii proste;j.
Srodkowy kwadrat ma bok o 8 cm dtuzszy niz najmniejszy, a
najwigkszy kwadrat ma bok dlugosci 50 cm. Jaka jest dlugos¢ boku
najmniejszego kwadratu?

6) Do jakiej potegi nalezy podnies¢ dwumian (a+x), aby wspotczynnik przy X byl rowny 66?

7) Wyznaczy¢ pary (X, Y) spetniajace rOwnanie X2+y2 = X+y+8.

8) Przez dowolny punkt wewnatrz trojkata ABC prowadzimy proste rownolegte do

jego bokow. Dziela one trojkat na szes$¢ figur, z ktérych trzy sa trojkatami o ¢ * 00
polach Sy, Sy, Ss. Wykaz, e ®© o o @
_ 2 * o o o

e o o o

9) Ile roznych trojkatdéw mozna uzyskac¢ wybierajac trzy punkty sposrod szesnastu z rysunku?

10) Czy koto o promieniu 2 mozna pokry¢ dziewigecioma kotami o promieniu 1?
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Kiedy jaki$ walet mowi ,,Wczoraj ktamatem” moze to by¢ prawda i poprzedniego dnia rzeczywiscie ktamat, lub ktamie
obecnie, co znaczy, ze poprzedniego dnia mowit prawdg. W ponizszej tabelce oznacza to, ze w jednym wierszu K stoi przed
P albo P stoi przed K. jednoczes$nie moze sig tak zdarzy¢ tylko w piatek.

walet PN [WT |SR [CZ |PT [SO |ND
Kier P P P P K K K
Karo P K K K P P P

Obliczamy n*+(n+1)%+(n+2)? = n®+n*+2n+1+n°+4n+4 = 3n*+6n+5 =(3n*+6n+3)+2 = 3(n*+2n+1)+2. Zatem szukana reszta
wynosi 2.

Boki trojkata sa styczne do okregu, a odcinki stycznych od wspdlnego wierzchotka do punktu stycznosci sa jednakowe
(dwusieczna kata, ktora taczy wierzchotek ze $rodkiem okrggu wpisanego w kat jest osia symetrii tej figury). Zatem
|QUI=|QS| oraz |RT|=|RS|. To znaczy, ze trojkaty QUS i RTS maja rowne pozostale (nieoznaczone) katy. Zatem |4QSU| =
(180-0/2)° i |4 RST|=(180-5/2)°. Zatem (180-a/2) + y + (180-/2) = 180, a stad y = (a+p)/2 i jest to $rednia
arytmetyczna.

Z pierwszego warunku widaé, ze szukane liczby sa rowne 1 lub -1, zatem iloczyny takich liczb rowniez. Aby suma jedynek
i minus jedynek data zero, jedynek musi by¢ tyle samo, co minus jedynek. Jedynka powstaje z iloczynu liczb z tym samym
znakiem, a minus jedynka z iloczynu liczb z przeciwnym znakiem. Zatem par ze zgodnym znakiem musi by¢ tyle samo, co
par ze znakiem przeciwnym, a to jest mozliwe tylko wtedy, gdy liczba szukanych liczb dzieli si¢ przez 4, a 2014 sie nie
dzieli. Zatem nie istnieja liczby o zadanych wtasnosciach.

Niech x oznacza dlugo$¢ boku najmniejszego kwadratu. Zatem kolejne kwadraty maja boki o dtugosci X, x+8 i 50. Tangens
kata nachylenia prostej PR do poziomu obliczany na dwa sposoby wynosi wige %y = ***/ps Stad mamy rownanie 8(2x+8) =
x(50-X) réwnowazne rownaniu x’~34x+64 = 0. Réwnanie to ma dwa dodatnie pierwiastki 2 i 32, zatem sa dwie mozliwe
dhugosci boku najmniejszego kwadratu spetniajace warunki zadania. Za pominigcie jednej z mozliwosci odejmujemy 5 pkt.

n
W potedze drugiej X wystapi w sktadniku [2) x?a™2, Wspotczynnik liczbowy ma byé réwny 66, zatem n(n-1) = 132 i n=12.

Przenosimy zmienne na lewa strong rownania i mozemy ja zapisa¢ jako (2x-1)*+(2y-2) = 34.
Teraz rozkltadamy 34 na sumy dwoch liczb nieparzystych, ktére sa kwadratami. Jedyna
mozliwo$¢ to 9+25. Stad 2x-1=43 i 2y-1=45 (lub na odwrdt). Za pominigcie liczb ujemnych
odejmujemy 5 pkt. Zatem x=2 lub x=-1 oraz y=3 lub y=-2 (lub na odwrot). Pary speiajace
réwnanie to (2, 3), (3, 2) (2, -2), (-2, 2), (-1, 3), (3, -1), (-1, -2), (-2, -1). Za pominigcie
rozwiazan symetrycznych odejmujemy 4 pkt.

Zauwazmy, ze trojkaty o polach S, S i S3 sa podobne do wyjsciowego trojkata ABC w skalach” % ¥
odpowiednio ky = /., ko ="/, i ks =%/, (z cechy kkk). Stosunek pél figur podobnych jest rowny
kwadratowi skali podobienstwa, skad otrzymujemy rownosc VS1/\Sagc + VS2/VSagc + VSa/VSage = X/C + ylc +zlc =clc = 1.
Stad po przeksztalceniu mamy tezg.

16
Liczba mozliwych wyboréw trzech punktow z 16 wynosi (3 j . Od tego trzeba odjac liczbg trojek wspotiniowych. W

kazdym rzedzie z czterema punktami mozna takie punkty wybra¢ na 4 sposoby (jeden punkt odrzucamy), a rzedow jest 10
(4 wiersze, 4 kolumny i 2 przekatne). Ponadto istnieja 4 rzedy z trzema punktami — to linie powyzej i ponizej gtéwnych

_14.15.16
1.2.3
piechote’ przyznajemy 6 pkt. Za poprawne lecz bardziej skomplikowane obliczenia odejmujemy 2 pkt.

16
przekatnych. Ostatecznie liczba trojkatow wynosi (3 J 104 -4 — 40 — 4 = 560-44=516. Za zliczanie ‘na

Whpisujemy duze koto w kwadrat, ktory dzielimy na 9 mniejszych kwadratow. Kazdy z nich ma bok o dlugosci /s, czyli
przekatna kwadratu to */3V2. Kazdy taki kwadracik mozna zakry¢ kotem o promieniu 1, bo promien okregu opisanego na
takim kwadraciku to polowa przekatnej, czyli 2,2, a 1 = 238, przy czym */»= 15 > \2 = 1,41. Zatem 9 kot
jednostkowych pokryje z nawiazka koto o promieniu 2.
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1) Piotru$ Pan ma karty z wydrukowanymi na nich liczbami od 1 do 25. Chce z nich utozy¢ jak
najdluzszy ciag w taki sposob, aby kazde dwie sasiednie karty miaty wspdlny dzielnik bedacy
liczba pierwsza. Jaki najdtuzszy ciag moze utozy¢ Piotru$§ Pan?

2) Do spokojnego stawu wrzucono jednoczesnie cztery jednakowe kamienie w
wierzchotkach kwadratu. Po pewnym czasie rozchodzace si¢ krggi na wodzie
utworzyly figur¢ z rysunku (kazdy wigkszy krag jest styczny do jednego
wigkszego 1 dwoch mniejszych). Wigkszy krag ma promien 1. Jaki promien ma
mniejszy?

3) Uzasadnij, ze jesli dla par liczb (a, b) i (¢, d) zachodzi rowno$¢ iloczynu sum kwadratow liczb z
kazdej pary oraz kwadratu sumy iloczynow liczb z kazdej pary, to iloczyny liczb zewngtrznych
i wewngetrznych w tych parach sa rowne.

4) Polokrag i okrag sa umieszczone w kwadracie o boku dlugosci 2 cm. Okrag
jest styczny do dwoch sasiednich bokéw kwadratu i do potokregu, a srednica
potokregu jest jeden z przeciwleglych bokéw kwadratu. Ile wynosi promien

okregu?

5) Z czerech roznych cyfr tworzymy wszystkie mozliwe liczby czterocyfrowe o niepowtarzaja-
cych sig cyfrach, a nastgpnie wszystkie utworzone liczby dodajemy. Jaka jest najwigksza liczba
pierwsza, ktora dzieli t¢ sumg?

6) Szklane wazony maja ksztalt walca. Wigkszy ma $rednicg¢ 20 cm, a mniejszy $rednice 10 cm i
wysoko$¢ 16 cm. Wigkszy wazon jest czgSciowo wypetniony woda. Mniejszy wazon,
poczatkowo pusty, wstawiamy do wigkszego 1 zaczyna si¢ don wlewa¢ woda. Kiedy mniejszy
walec stoi juz na dnie wigkszego, jest napetniony do polowy. Jaka byta na poczatku wysokos¢
stupa wody w wigkszym wazonie?

Y R
7) Niech f(x) = x+vx? +1+—~ 2 lle wynosi f(2015)?
x—Vx? +1
8) Znajdz dlugo$¢ promienia okrggu opisanego ma czworokacie PQRS. 7 S

9) Kwadratowy kawalek bibuty o boku dtugosci 1 cm nasaczono atramentem, a nastgpnie
umieszczono na $rodku biatej kartki papieru. Kawatek bibuly obrécono o 180° wokot jednego z
wierzchotkow tak, ze cata powierzchnia dotykat stale papieru. Na koniec bibule usunigto. Jak
duze pole na kartce zostato zamazane atramentem?

10) Pewna funkcja zdefiniowana na dodatnich liczbach catkowitych ma nastepujaca wtasnos¢ dla
wszystkich x 1 y: f(xy) = f(x) + f(y). Wiadomo ponadto, ze f(10) = 14 i f(40) = 20. Ile wynosi
f(500)?
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1. Na kartach jest 5 liczb, ktore nie moga mie¢ zadnego wspdlnego czynnika pierwszego z zadna inng liczba (sa to 1,
13, 17, 19, 23). Tych kart w ogole nie mozna umiesci¢ w ciagu. Za zauwazenie tego przyznajemy 4 pkt. Pozostate
20 kart mozna utozy¢ w zadany ciag. Oto przyktadowy uktad: 11, 22, 18, 16, 12, 10, 8, 6, 4, 2, 24, 3,9, 21, 7, 14,
20,25, 15, 5. Za utozenie ciagu dtugosci 10-11 przyznajemy 1 pkt, za 12-13 - 2 pkt, za 14-15 - 3 pkt, za 16-17 - 4
pkt, za 18-19 - 5pkt i za 20 - 6 pkt.

2. Oznaczmy przez A, B, C i D srodki kolejnych matych okregdow (czyli wierzchotki kwadratu), a przez r promien
matych okregow. Gdy okregi sa styczne zewngtrznie odleglo$¢ srodkow jest suma ich promieni, czyli |AB| = |BC| =
1+r, natomiast |AC| = 1+1 = 2. Z twierdzenia Pitagorasa (1+r)® + (1+r)? = 2%, czyli (1+r) = 2, czyli 1+r = \2
(wielko$¢ dodatnia) i ostatecznie r=\2-1.

3. Z tresci zadania wynika, ze jezeli (a®+b%)(c*+d?) = (ac+bd)? to ad = bc. Przeksztalcamy pierwsza rowno$c:
a’c® + a’d? + b%c? + b%d® = a’c®+2achd+b’d® | dalej a’d*+b*c®-2achd = 0, co daje (ad)>-2adbc+(bc)? = 0, czyli
(ad-bc)®= 0, zatem ad-bc = 0.

4. Niech r oznacza promien okregu. Potaczmy $rodki okregu i potokregu z punktem stycznosci tych /
figur. To polaczenie jest odcinkiem (bo w punkcie styczno$ci okrggi maja wspdlng styczna, a
promien jest do niej prostopadty — za brak uzasadnienia tego faktu odejmujemy 2 pkt). Z
twierdzenia Pitagorasa mamy (2-r)’+(1-r)? = (r+1)°. Stad otrzymujemy réwnanie r>-8r+4=0, ktore
ma dwa pierwiastki 4-2V3 i 4+2V3. Oba sa dodatnie, ale ten wickszy promien nie miesci si¢ w
kwadracie. Mamy wigc tylko jedno rozwigzanie. Za podanie obu odejmujemy 5 pkt. Za podanie
tego wigkszego przyznajemy 2 pkt za analiz¢ rysunku i rozwiazanie rownania.

5. Z czterech cyfr tworzymy 24 = 4.3-2-1 liczby czterocyfrowe o réznych cyfrach (pierwsza cyfr¢ wybieramy na 4
sposoby, druga na 3, trzecig na 2, czwarta na 1). Wérdd tych liczb w sze$ciu cyfra a jest na pozycji tysigcy, w
szesciu na pozycji setek, w sze$ciu na pozycji dziesiatek i w szeSciu na pozycji jednosci. Podobnie jest z
pozostatymi cyframi. Zatem po dodaniu 24 liczb otrzymamy (6a+6b+6¢c+6d)-1000 + (6a+6b+6c+6d)-100 +
(6a+6b+6¢c+6d)-10 + (6a+6b+6c+6d) = (6a+6b+6c+6d)-1111. Ta liczba to inaczej 6-1111(a+b+c+d) co w
rozkladzie na czynniki pierwsze (poza ew. ostatnim) daje 6-11-101(a+b+c+d). Nie wiemy, czy sktadnik w nawiasie
jest pierwszy, ale na pewno jest mniejszy od 101 (bo to jest maksymalnie 9+8+7+6 = 30). Zatem najwigkszym
szukanym dzielnikiem pierwszym jest 101. Jesli nie zrobi tego sam, na prosbg jury uczen powinien sprawdzi¢
pierwszos¢ liczby 101. Jesli tego nie potrafi, odejmujemy 5 pkt.

AT

6. Niech h oznacza szukang wysoko$¢ stupa wody w wiekszym wazonie. Objeto$¢ tej wody wynosi ]
1:10%h cm®. Po catkowitym zanurzeniu mniejszego wazonu wysokos¢ stupa wody w wiekszym
jest taka, jak wysoko$¢ mniejszego wazonu (inaczej woda nadal by si¢ don wlewata), czyli o
wynosi 16 cm. Catkowita objeto$¢ wody sig nie zmienita, ale teraz wypelnia ona zewngtrzny
wazon do wysokosci 16 cm z dziura posrodku na pusta potowe mniejszego wazonu, czyli -10%h
= 11:10*16 — n-5°-8, skad 100mth = 1600 - 200, zatem h=14 cm.

x+vx2 +1)(x—\/x2 +1)+1 ,
7. f(x)=x+Vx?+1+ ! =( . Licznik daje x?-4x*+1 +1 = -1+1 = 0. Zatem
x-vx2+1 x—vx2+1

f(x) = 0i f(2015) = 0.

N

8. Srodek okregu lezy na symetralnej kazdej cigciwy, zatem takze na symetralnych odcinkéw QR i PS. Te symetralne
sa jednak prostymi rownolegtymi, nie maja punktu wspolnego, a zatem $rodek szukanego okregu nie istnicje. Za
poprawne lecz bardziej skomplikowane rozumowanie odejmujemy 2-3 pkt.

9. Wykonajmy obrét bibuty wokot wierzchotka O lezacego naprzeciw A. Punkt A zakresli )
potokrag o srodku w O i promieniu |[OA|=V2. Pole zakolorowane atramentem skiada si¢

wige z pofkola i wystajacych zefi dwoch potowek kwadratu (jak na rysunku). Pole tej 4 )
figury to 2., + Ypm\2? = 1+ \/\/

10. Uzywajac kilka razy whasnosci f(xy) = f(x) + f(y) otrzymamy f(2-2-5-5-5) = f(2)+f(2)+f(5)+{(5)+f(5) = 2f(2) + 37(5). Z kolei
f(40) = f(2)+f(2)+f(10), czyli 20 = 2f(5)+14, skad f(2)=3. Podobnie f(10) = f(2)+f(5), czyli 14 = 3+f(5), skad f(5)=11. Zatem
f(500) = 2-3+3-11 = 30.



