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1. Nadile trojkatéw prostokatnych da si¢ rozciaé prostokat?
2. Czyliczba /77 jest wymierna?

3. Na ptaszczyznie danych jest 6 odcinkéw. Udowodnij, ze da si¢ spo$rod nich wybra¢ trzy, wsrod
ktérych zadne dwa nie maja punktow wspdlnych, lub trzy, wsérdéd ktorych kazde dwa maja
punkty wspodlne.

4. W czasie pierwszej wojny Swiatowej w poblizu pewnego zamku toczyla si¢ bitwa. Jeden z
pociskow rozbil stojaca u wejscia statug rycerza z pika w rgka. Stalo si¢ to ostatniego dnia
miesiaca. [loczyn numeru dnia, w ktéorym to si¢ zdarzyto, numeru miesiaca, wyrazonej w
petnych stopach dtugos$ci piki, potowy wyrazonego w pelnych latach wieku dowodcy baterii
strzelajacej do zamku, potowy wyrazonego w pelnych latach czasu, jaki stata statua, rowna si¢
451066. W ktorym roku postawiono statug?

5. Udowodnij, ze jesli a jest liczba parzysta niepodzielna przez 4, to jej kwadrat pomniejszony o 4
dzieli sig przez 16.

6. Dla jakich liczb pierwszych p da si¢ znalez¢ dwie kolejne liczby catkowite, ktorych suma jest
podzielna przez p ?

7. Wiadomo, ze wielomian X’+ax+b o wspotczynnikach catkowitych ma dwa pierwiastki 1 ze -5
jest jednym z nich. Czy drugi pierwiastek tego wielomianu musi by¢ liczba catkowita?

8. Czy mozna zbudowa¢ taki szeSciokat, zeby z zadnych trzech jego bokéw nie mozna byto
zbudowac trojkata?

9. To jest pewien wyraz zapisany alfabetem Morse’a, ale komputer ,,zjadl” wszystkie znaki
separujace litery: — o ¢ — — — — e . Na ile sposobow mozna przeczyta ten napis
(niezaleznie od tego, czy przeczytany wyraz ma sens)?

10. Czy zdarza si¢ tak, zeby na zegarze, ktérego obie wskazowki sa identyczne, w ciagu 12 godzin
jedno potozenie wskazowek odpowiadato dwoém réznym godzinom?
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Przekatna rozcina prostokat na 2 trojkaty prostokatne. W kazdym z nich wysoko§¢ opuszczona na
przeciwprostokatng dzieli go znowu na 2 trojkaty prostokatne, wigc opuszczajac takie wysokosci otrzymujemy w
kazdym kroku o jeden trdjkat prostokatny wigcej. Mozliwy jest wiec podzial na dowolna (>1) liczbe trojkatow.

Liczba 3/77 jest pierwiastkiem réwnania x3-77=0. Gdyby byt to pierwiastek wymierny, to bylby catkowity i
dzielilby wyraz wolny. W gre wchodza wiec liczby 1, £7, £11, £77. Latwo sprawdzi¢, ze zadna z tych liczb w
trzeciej potedze nie jest rowna 77. Mozna tez przeprowadzi¢ dowdd wykorzystujacy podzielno$é i powotac si¢ w
nim na twierdzenie o jednoznacznym rozktadzie liczby na czynniki pierwsze.

Wybierzmy dowolny spos$rod danych odcinkéw. Wowcezas z pozostatych pigciu odcinkéw na pewno da si¢ wybraé
takie trzy, ze zaden z nich nie ma punktéw wspdlnych z wybranym na poczatku, albo takie trzy, ze kazdy z nich ma
z nim punkt wspolny. Zatézmy, ze teza zadania nie jest spetniona. Woéwczas w pierwszym z wymienionych
przypadkéw pewne dwa z dobranych trzech odcinkow nie maja punktow wspolnych, co prowadzi do sprzecznosci,
poniewaz wraz z odcinkiem wybranym jako pierwszy tworza taka trojke, ktorej zadne dwa odcinki nie maja
punktow wspodlnych, natomiast jesli zachodzi druga sytuacja, to dwa sposrdd dobranych odcinkéw maja punkt
wspolny, czyli wraz z pierwszym sa trojka, ktorej kazde dwa odcinki maja punkt wspolny.

Z treéci zadania wynika, ze wystepujace w niej niewiadome to dzielniki liczby 451066. Rozklad tej liczby na
czynniki pierwsze ma 5 czynnikow: 2-7-11-29-101, kazdy z nich musi wigc odpowiadac jednej danej z zadania.
Sposérod mozliwych ostatnich dni miesigca mamy tu tylko 29, wigc bitwa miata miejsce 29 lutego. W trakcie
I w. $w. jedynym rokiem przestgpnym byt 1916. Z analizy pozostatych danych wynika, ze statua stoi juz 2-101 lat,
czyli postawiono jaw 1714 r.

Przedstawmy dana liczbe jako iloczyn: a*+4=(a®+2)% —(2a)> =(a® +2a+2)(a® —2a+2). Poniewaz

a’—-2a+2=(a-1)%+1, obajego czynniki sa wicksze od 1, wigc a* +4 jest liczba zlozona.

Poza dwojka liczby pierwsze sa nieparzyste. Kazda liczba nieparzysta jest suma kolejnych liczb naturalnych:
2k+1=k+(k+1), zatem warunki zadania spetniaja wszystkie liczby pierwsze z wyjatkiem 2.

Tak. Wynika to natychmiast ze wzorow Viete’a. Uczniowie moga tez przeprowadzi¢ odpowiednie rachunki.

Tak. Jego boki moga mie¢ np. dtugosci: 1, 2, 4, 7, 12 1 20. Nalezy sprawdzié, ze z zadnych trzech bokéw nie
powstaje trojkat, i uzasadnié, ze z podanych odcinkéw mozna utworzy¢ szesciokat.

Napis sktada si¢ z 9 znakow. Ostatnia litera moze by¢ zakodowana a) jednym, b) dwoma, c) trzema lub d) czterema
znakami. W przypadku a) powstaje pytanie, na ile sposobow przeczyta¢ napis z 8 znakéw, w przypadku b) —z 7, w
c) —z 6 i wd) - z 5 Oznaczmy przez T; liczbe sposobOw przeczytania napisu ztozonego z i znakow.
Ty =Tg+T; +Tg +T5. Analogicznie Tg =T, +Tg+T5+T,, T, =Tg+T5+T,+T5 itd. (T, =1) Ostatecznie
otrzymujemy: T¢ = 108.

Zatbzmy, ze jest tak o godzinie h i m minut. Wowczas kat migdzy wskazéwka godzinowa a godzinag 12 wynosi (w
stopniach) 30h+m/2, natomiast kat migdzy minutowa a 12 — 6m. Gdyby ten uktad wskazowek wystapit tez o

30h+ L = 6m
godzinie h”> minut m’, mieliby$my . Biorac h=1, h’=2, otrzymamy uktad rownan na m i m’, ktérego
6m’ = 30h +g

rozwiazaniem jest para liczb mieszczacych si¢ w przedziale <0,60), wigc opisana w zadaniu sytuacja moze mie¢
miejsce.
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Dla jakich catkowitych k wyrazenie 2k+1 ma warto$¢ catkowita?

k+2

Wieszajac firanke w pierwszym kroku przyczepiamy jej konce, a w kazdym nastgpnym
dodajemy zabki dokladnie posrodku migdzy juz doczepionymi. Na ilu zabkach bedzie
zaczepiona firanka po n krokach?

1 1 1 1

+ + +
2-3 2:3:5 2.3.5.7 2-3.5-7-11
iloczyny kolejnych liczb pierwszych.)

Udowodnij, ze %+ +...<1. (W mianownikach wystepuja

Na L Migdzynarodowej Konferencji Paleoantropologicznej w Ustrzykach Dolnych kazdy
sposrdd przybytych Szweddéw zawart znajomos¢ z n Etiopczykami, a kazdy Etiopczyk zapoznat
si¢ z N Szwedami. Udowodnij, ze wérodd uczestnikow konferencji Szwedow i Etiopczykoéw bylo
tyle samo.

Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o S$rednicy d i ACLBD. Udowodnij, ze
AB? +CD? =d°.

Wybierzmy 2017-elementowy zbidr liczb pierwszych {pi, P2, ..., P2oi7}. Oblicz liczbg

dzielnikow liczby pi-p2-p3-..-psus .

Znajdz wszystkie osie symetrii figury ztozonej z dwdch prostych w przestrzeni.
Pewne miesiace w roku rozpoczynaja si¢ tym samym dniem tygodnia. Ktore?

Znajdz wszystkie funkcje nieparzyste f spetniajace warunek f(x—3)= f(3—x) dla kazdego X
rzeczywistego.

Szescian jednostkowy przecigto plaszczyzng zawierajaca przekatna pewnej $ciany i nachylona
do niej pod katem a. Oblicz pole otrzymanego przekroju.
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2k+1 =2- 3 , wiec szukamy takich k, zeby k+2 dzielito 3. Zatem k+2 moze by¢ rowne 3, -3, 1 lub —1.

k+2 k+2

a;=2, a w kazdym nastepnym kroku zabek jest 2 razy tyle co poprzednio minus 1, czyli a,=2" "+1.

Zmienmy mianowniki w podanej sumie na kolejne potegi dwojki. Zmieniona suma jest wowczas mniejsza od
oryginalnej, przy czym wynosi 1, co dowodzi podanej w zadaniu nierownosci.

Przedstawmy Szwedow 1 Etiopczykéw jako punkty plaszezyzny, taczac z kazdym Szwedem tych
Etiopczykow, ktorych poznat podczas konferencji. Jesli Szwedow jest k, to polaczen bedzie kn. Z drugiej
strony kazdy Etiopczyk jest potaczony z n Szwedami, musi ich wigc by¢ rowniez k.

Niech CE bedzie $rednica danego okregu. Kat CDE jest oparty na polokregu, wige z twierdzenia Pitagorasa
mamy CD?+DE?=d?. Pokazemy teraz, ze DE=AB, co zakonczy dowdd. AELAC (kat oparty na
pétokregu), wiec (ACLBD) AEiBD to dwie rownolegle cieciwy, czyli ich wspdlna symetralna jest osig
symetrii czworokata ABDE, co daje DE=AB.

Kazdy z tych dzielnikow jest iloczynem pewnych poteg liczb p;, konkretnie dla liczby p; mozemy mieé¢
najwyzej podzielno$¢ przez p;. Wszystkich takich iloczynow jest wigc 2-3-4-... 2018 (kazda liczba p; moze
by¢ tez wzigta w zerowej potedze).

Kiedy obie proste leza na jednej plaszczyznie, mozliwe sa dwie sytuacje: nieskonczenie wiele osi przy
prostych réwnolegtych (réwnolegla do nich i wszystkie prostopadle) oraz trzy osie w przeciwnym przypadku
(dwie zawierajace dwusieczne utworzonych katéw i jedna do nich prostopadta). Jesli proste sa skosne, to
istnieje plaszczyzna réwnolegla do jednej z tych prostych zawierajaca druga z nich. Wéwczas rzuty osi
symetrii na t¢ ptaszczyzng musza by¢ osiami lub Srodkami symetrii figury bedacej rzutem tych dwu prostych,
czyli podobnie jak wyzej sa trzy mozliwosci. Kazda z tych symetrii na ptaszczyznie odpowiada jednej osi
symetrii w przestrzeni (dwie lezace w plaszczyznie réwnoleglej i wspdlna prostopadia), co mozna tatwo
wykaza¢ geometrycznie.

W kazdym roku istnieja dwie takie pary miesiecy: marzec i listopad oraz kwiecien i lipiec. W roku
nieprzestgpnym dochodzi para styczen-pazdziernik, a para marzec-listopad przeksztalca si¢ w triadg luty-
marzec-listopad. Dzieje si¢ tak dlatego, ze rdéznica pomigdzy pierwszymi dniami tych miesigey jest liczba
podzielna przez 7.

Wezmy dowolne y rzeczywiste. Mamy f(y)=f((y+3)-3)=f(3—(y+3)) = f(-y), czyli szukana funkcja
musi by¢ parzysta. Istnieje tylko jedna funkcja okre$lona na liczbach rzeczywistych, ktora jest parzysta i
nieparzysta — stale rowna 0. Funkcja ta spetnia oczywiscie warunki zadania.

Postawmy szeScian na tej S$cianie. Jesli o < arctg\/f , przekrojem jest trojkat rownoramienny, ktorego
podstawa jest przekatna podstawy szescianu, a przeciwlegly wierzchotek lezy na jednej z pionowych krawedzi

. 2 . . . .
na wysokosci T-tgoc. Jego pole mozna wigc wyliczy¢ np. ze wzoru Herona, bo dlugosci ramion z

J2

2
twierdzenia Pitagorasa wynosza 1? +(T-tg (x] . Dla a € (arctg J2 ,g > przekrojem jest rownoramienny

trapez o wysokosci . Jego dolna podstawa jest przekatna dolnej Sciany szeScianu, a gorna zrzutowana na
Sin

t¢ $Sciang da odcinek rownolegly do dolnej lezacy od niej w odleglosci ctga. Z podobienstwa trojkatow

J2
——cCtga

powstalych w ten sposob na tej $cianie mamy: — = —=————, gdzie X jest dlugoscia gornej podstawy
R
2
trapezu. Obliczamy zatem X, dzigki czemu mozna juz znalez¢ szukane pole.
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Czy suma dwoch kolejnych liczb naturalnych i suma ich kwadratow to zawsze liczby wzglednie
pierwsze?

Dla jakich pi1 1 p2 funkcja f okreslona na liczbach rzeczywistych wzorem
f(X)=x-=p,|:|X—p,| mamaksimum lokalne?

Pomalowany sze$cian rozcigto na pewna liczbg¢ mniejszych kostek. Okazato sig, ze wsrod nich
jest tyle samo niepomalowanych, co z pomalowana jedna $ciana, ale trzy razy wigcej niz z
pomalowanymi dwiema $cianami. Na ile czg$ci rozcigto ten sze$cian?

A jest zbiorem dziesigciu liczb naturalnych. Udowodnij, ze w A istnieja cztery liczby, ktorych
suma dzieli si¢ przez 4.

a® b* c¢* d*
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c i d o + oy + el + v >4,

Na jaka najwigksza liczbe czgéci prosta moze rozcia¢ wielokat o 2018 wierzchotkach?

Brygadzie kosiarzy polecono skosi¢ dwie taki. Powierzchnia jednej z nich byla dwa razy
wigksza od drugiej. Pot dnia cata brygada kosita wigksza lake, a w drugiej potowie tego dnia
podzielita si¢ na dwie rowne grupy. Pierwsza w dalszym ciagu kosita wigksza take 1 do konca
dnia skosita ja catkowicie, a druga grupa poszta kosi¢ mniejsza take, ale nie skosita jej do
konca. Reszta matej taki zostata skoszona przez jednego kosiarza przez caty nastgpny dzien
pracy. Ilu kosiarzy liczyla ta brygada?

Jakie liczby trzycyfrowe maja te wilasnos¢, ze po zakryciu Srodkowej cyfry wzrastaja
dziewigciokrotnie?

Wykaz, ze jesli a i b sa takimi liczbami naturalnymi, ze a’+ab+b? dzieli si¢ przez a+b, to dla
kazdego n naturalnego a®™+b®" dzieli si¢ przez (a+b)".

Sklejamy $cianami trojkatnymi czworo$cian foremny o krawedzi a i ostrostup czworokatny,
ktorego wszystkie krawedzie majq dtugos¢ a. Ile $cian, wierzchotkow i1 krawgdzi ma otrzymany
wieloscian?
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Tak. Suma kolejnych dwoch liczb naturalnych s; = n+n+1= 2n+1. Suma ich kwadratow s,=2n*+2n+1. Ale
2s,—(s1)’=1. Gdyby istniat wspolny dzielnik obu sum, to dzielitby on tez liczbg 25,—(s1)%. Tym dzielnikiem
moze wigc by¢ tylko 1.

f(X) = (X—py)(X—p,) |, wigc wykres f powstaje z pewnej paraboli przez odbicie jej czgsci spod osi X nad
nig. Maksimum lokalne wystapi wigc wtedy, gdy wierzchotek paraboli lezal pod osia, co ma miejsce wtedy i
tylko wtedy, gdy p; = p, .

Zatézmy, ze sze$cian podzielono na k® kostek. Wowczas kostek z pomalowana jedna $ciana jest 6(k—2)% a
niepomalowanych (k-2)°, skad mamy od razu k=8. Wéwczas kostek z dwiema pomalowanymi $ciankami jest
12-(k-2) = 72, czyli rzeczywiscie jest ich 3 razy mniej niz niepomalowanych (216).

Gdyby w A byly cztery liczby dajace przy dzieleniu przez 4 t¢ sama reszte, to teza oczywiscie by zachodzita.
Podobnie jesli w A znalezliby$my dwie liczby dajace reszte 1 i dwie dajace reszte 3 lub dwie podzielne przez 4
i dwie dajace resztg 2. Gdyby nie zachodzita zadna z wymienionych sytuacji, mielibySmy najwyzej cztery
liczby dajace przy dzieleniu przez 4 reszt¢ 1 lub 3 i najwyzej cztery liczby dajace reszte 0 lub 2, a ma ich by¢
10.

2

a’ b’ a* b*_2a’ e ¢t d*_2c?

— >0, skad —t 72— Analogicznie —t =2 oraz

b ¢ b* ¢ c d* a a

2

2a® 2c¢? a ¢ .
— = 2|| —+—| —2-1}, co wraz z poprzednimi nieréwno$ciami daje juz tezg zadania.

C a c a

Prosta rozetnie 2018-kat na najwigcej czeSci, je$li wierzchotki
umies$cimy jak na rysunku. Prosta przecina wowczas kazdy z bokow, a
rozcigcie daje 1010 czesci.

Niech b bedzie liczebno$cia brygady. Na wieksza take potrzeba byto

b . . b .
E+Z osobodni pracy, a na mniejszag — Z+1. Mamy wigc

E+E =2 E+l , skad b=8.

2 4 4

Dowolna liczba trzycyfrowa to 100a+10b+c. Mamy wigc rownanie: 100a+10b+c= 9(10a+c), czyli
10(a+b) — 8c=0. Liczba 8c musi wigc by¢ petna dziesiatka, skad ¢ to 5 lub 0. w pierwszym przypadku a+b =4,
a drugi jest niemozliwy. Szukane liczby to: 135, 225, 315 1 405.

a’+ab+b? =(a+b)-a+b?, wicc dane zadania implikuja podzielno$¢ b? przez a+b. Analogicznie (a+b)[a?,
wiec (a+b)"|(@®" +b?").

Do ,,piramidy” ABCDS doklejamy ,,na zawiasach” trojkaty rownoboczne ASS, i BSSg. Punkty S, i Sg zlepia si¢
wtedy i tylko wtedy, gdy leza na czesci wspolnej ptaszczyzn zawierajacych $ciany ASD | BSC. Pozostata
,»dziura” ma réwna boki. Wielo$cian opisany w zadaniu ma wigc dwie §ciany w ksztalcie réwnoleglobokow,
jedna kwadratowa i dwie trojkatne.



