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LICEA — RUNDA ELIMINACYJNA
MECZ |

Jacek wypisat 2018 wyrazow ciagu arytmetycznego 2, 9, 16,..., a Agatka wypisata tyle samo
wyrazow ciagu arytmetycznego 3, 7, 11,... . Ile liczb Jacka wystepuje w ciagu Agatki?

Czy istnieje trojkat o bokach dlugosci 20072, 20082°*8, 20097197

Okrag wpisany w trojkat rownoramienny ma promien 2, a okrag styczny do dwdch ramion tego
trojkata i do okrggu wpisanego w ten trojkat ma promien 1. lle wynosi pole tego trojkata?

Czy suma sze$cianow liczb od 1 do 2018 dzieli si¢ przez 2019?

Kolega pana Mariana ma dwojke dzieci urodzonych rok po roku, ale Marian nie pamigta, jakiej
sa pici. Kiedy przyszedt do kolegi w odwiedziny, drzwi otworzyt mu chtopiec. Marian uznat, ze
prawdopodobienstwo tego, ze drugim dzieckiem jest dziewczynka, wynosi 4 (bo mogltby to by¢
réwnie dobrze chtopiec lub dziewczynka). Uzasadnij (lub obal) to stwierdzenie. Zaktadamy, ze
chlopcy rodza si¢ tak samo czgsto jak dziewczynki i pte¢ starszego dziecka nie ma wptywu na
pte¢ mtodszego.

Na skwerze zakwitly 3 krzewy w kolorach: bialym, z6itym i czerwonym. Liczba wszystkich
kwiatow byta dwa razy wigksza od liczby kwiatow biatych. Po tygodniu opadto 6 kwiatow i
wtedy suma wszystkich kwiatoéw na krzewach byla dwa razy wigksza od liczby kwiatow
zottych. Po kolejnym tygodniu opadto 8 kwiatow i wtedy w sumie na krzewach bylo dwa razy
wigcej wszystkich kwiatéw niz kwiatow czerwonych, a liczby kwiatdw poszczegdlnych
koloréw wyrazaty sig¢ kolejnymi liczbami naturalnymi. Ile kwiatoéw poszczeg6lnych kolorow
byto na krzewach na poczatku?

Do dwoch jednakowych szklanek mama wlata po 200 ml coca-coli i pepsi-coli. Nastgpnie
przelata tyzke coca-coli do szklanki z pepsi-cola, zawarto$¢ starannie wymieszata, a nastgpnie
tyzke tej mieszanki przelata z powrotem do szklanki z coca-cola. Czego byto wowczas wigce;j:
coca-coli w pepsi-coli czy pepsi-coli w coca-coli?

Latarnia morska Rozewie ma $wiatto na wysokos$ci 83 m. Z jakiej odlegtosci na morzu, przy
dobrej widocznosci, dostrzeze §wiatlo majacy nieco ponad 2 m wzrostu marynarz stojacy na
poktadzie wycieczkowca na wysoko$ci 18 m?

Ile cyfr ma najmniejsza wielokrotno$¢ liczby 99, ktora zapisuje si¢ w systemie dwunastkowym
tylko za pomoca cyfr 01 1?

Rozwiaz roéwnanie ["/2]-["/s] = 50 w zbiorze liczb naturalnych. Symbol [a] oznacza czesé
calkowita liczby a.
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SZKICE ROZWIAZAN

Jacek wypisat liczby postaci j, = 2+4(n-1), a Agatka a,= 3 +7(n—1). Pierwsza wspolna liczba to 23. Kazda nastepna
bedzie o 28 wigksza od poprzedniej, bo NWW(4, 7) = 28. W obu ciagach jest 2018 liczb. Ostatnia liczba w ciagu
Jacka to jyo1s = 2420177 = 14 121, a w ciagu Agatki ayyg = 3+20174 = 8071, czyli ay018 < joo1- Szukamy zatem
liczby wyrazow w ciagu arytmetycznym o réznicy 28, ktérego pierwszy wyraz wynosi wi= 23, a ostatni w, < 8071,
czyli w, = 23 + (n-1) 28 <8071, stad n = 288.

Jesli a, b, ¢ oznaczaja dlugosci bokow trojkata, to z nierownosci trojkata zachodzi a+b >
¢, a+c > b i b+c > a. Przyjmujac a = 2007°", b = 2008%°*%, ¢ = 2009%°*°, otrzymujemy
natomiast a+b < ¢, bowiem 2007°%" + 2008°%*° < 2 - 2008**° < 2008 - 2008°**° =
2008%°" < 2009%°"°, Stad wynika, ze trojkat o podanych dtugosciach bokéw nie istnieje.
Niech h oznacza wysoko$¢ trojkata i h = 6 + Xx. Trojkaty prostokatne ES,C i DS;C sa
podobne (kk), zatem maja proporcjonalne boki i zachodzi “/4s = Y14y. Stad X = 2, czyli
h=8. Stosujac twierdzenie Pitagorasa do trojkata DS;C, obliczamy |DC|=212. Trojkaty
DS;C i AFC tez sa podobne (kk), zatem |DC|:|DS,| = |CF|:|AF|, skad |AF| = 2V2, czyli
|AB[= 472. Pole trojkata wynosi /,-8-4v2 = 16V2.

Na podstawie wzoru skroconego mnozenia a*+ b®= (a + b)(a’— ab + b®) wiemy, ze
suma szesciandéw dwoch liczb dzieli si¢ przez sumg tych liczb. W zadaniu liczba
skladnikow jest parzysta, wigc mozna je polaczy¢ w pary: (13+2018°%) + (2°+2017°) +
(3%+2016°) + ... + (1009°+1010%). Wyrazenie w kazdym nawiasie dzieli si¢ przez 2019,
zatem ich suma réwniez.

Niech b, z, ¢ oznaczaja odpowiednio liczby kwiatow biatych, zottych i czerwonych na poczatku, by, 7, ¢; — liczby
kwiatow po tygodniu, a b,, z,, ¢, — liczby kwiatow po dwoch tygodniach. Mamy: (*) b+z+c = 2b, (**) by+z;+c; =
27y = 2b-6, (***) by+z,+C, = 2¢, = 2b—14. Na koniec liczby kwiatow w poszczeg6lnych kolorach wyrazaty si¢
kolejnymi liczbami naturalnymi n, n+1, n+2. Z (***) ¢, = b,+2,, wiec C, = n+2 oraz b,+z,+c, = 2¢,, wigc
n+(n+1)+(n+2) = 2(n+2), stad n=1, zatem c,=3. Dalej z (***) 2¢, = 2b—14, wigc b=10. Z (**) 2z, = 2b-16, czyli
2,=7. Z (*) z+c = 10, a poniewaz 2;=7 i C,=3, wiec z>7 i ¢>3. Ostatecznie b=10, z=7, ¢=3. Za poprawna odpowiedz,
z ktorej nie wynika, ze jest jedyna, przyznajemy 5 pkt.

Marian jest w biedzie, gdyz nie wiemy, czy chlopiec jest starszym, czy miodszym dzieckiem. W tej sytuacji
prawdopodobienstwo, ze drugim dzieckiem jest dziewczynka, wynosi 2/3. Mamy bowiem 4 mozliwo$ci rozktadu
pici dzieci w rodzinie, uwzgledniajac kolejnos¢ narodzin: CC, CD, DC i DD. Wiemy, ze przypadek DD nie
zachodzi, a z pozostatych trzech dwa sprzyjaja temu, ze drugie z dzieci to dziewczynka, co daje
prawdopodobienstwo %/;. Gdybyémy wiedzieli, ze starszym dzieckiem jest chlopiec, wowczas odrzuciliby$my
przypadki DD i DC, a z pozostalych dwdch jeden sprzyjatby temu, ze drugie z dzieci to dziewczynka, co daje
prawdopodobienstwo Y.

Rozpatrzmy dwie sytuacje: Gdyby pepsi coli w coca coli byto mniej niz coca coli w pepsi coli, to w obu

szklankach naraz bytoby wigcej niz 250 ml coca coli, co jest sprzeczne z warunkami zadania. Gdyby za$ pepsi coli
w coca coli byto wigcej niz coca coli w pepsi coli, to w obu szklankach bytoby mniej niz 250 ml coca coli, co tez
jest sprzeczne z warunkami zadania. Zatem coca coli w pepsi coli jest tyle samo co pepsi coli w coca coli. Za
bardziej skomplikowane rozwiazanie odjac 2 pkt.

Niech H — wysoko$¢ latarni, h — wysoko$¢ obserwatora, R — promien Ziemi. )
Gdyby obserwator stat na powierzchni Ziemi, maksymalna odlegtos¢, z jakiej dn dn /
dostrzeglby $wiatto (tzn. promien horyzontu latarni), wynositaby dy. Szukana w

zadaniu odlegto$¢ jest suma promieni horyzontu latarni i obserwatora, czyli /
wynosi dy+d,. Przyjmujac R ~ 6366 km (obliczone jako 40000/27, ale uczen R4 H)2 o R2 . 2.
moze tez przyja¢ z pamigei wielkos¢ 6300) i zauwazajac, ze R >> H, co sprawia, (R+H)” = H
ze sktadniki H® i h* mozemy pominaé, bo wnosza wielkosci rzedu co najwyzej dy = V2RH + H?;
trzeciej cyfry po przecinku), otrzymujemy +/1056,76 +0,0069 + /254,64 + 0,004 dp = V2Rh+ h?;

4

~ 41057 ++/255 ~ 32 + 16 = 48 km. Dla R ~ 6300 km wynik wynosi

V1045 +/252 , co tez daje 48 km.

99=3%11 (czynniki wzglednie pierwsze). O podzielnoéci przez 11 w systemie 12-
tkowym decyduje suma cyft, a o podzielnosci przez 9 — dwa koncowe zera. Liczba ztozona z 11 jedynek i dwdch
zer jest OK. i ma 13 cyfr.

. Wezmy funkcje f okre$long na liczbach naturalnych f(n) = ["/,] — ['/s]. Szukamy takich n, dla ktérych f(n) = 50.
Rozwazmy przypadki, ze wzgledu na reszt¢ z dzielenia n przez 6. Dla pewnego k naturalnego zachodzi:
a) n = 6k, wtedy f(n) = f(6k) = [3k]-[2k] = 3k—2k =k, zatem k=50 i n=300.

b) n = 6k+1, wtedy f(n) = f(6k+1) = [3k+"/,]-[2k+"/5] = 3k—2k = k, zatem k=50 i n=301.

c) n = 6k+2, wtedy f(n) = f(6k+2) = [3k+1]-[2k+?/3] = 3k+1 — 2k = k+1, zatem k=49 i n=296.



d) n = 6k+3, wtedy f(n) = f(6k+3) = [3k+1+"/,]-[2k+1] = 3k+1 — (2k+1) = k, zatem k=50 i n=303.

e) n = 6k+4, wtedy f(n) = f(6k+4) = [3k+2]—[2k+1+"/5] = 3k+2 — (2k+1) = k+1, zatem k=49 i n=298.

f) n = 6k+5, wtedy f(n) = f(6k+5) = [3k+2+/,]-[2k+1+°/5] = 3k+2 — (2k+1) = k+1, zatem k=49 i n=299.

Wobec tego rozwiazaniem rownania w liczbach naturalnych jest zbidr {296, 298, 299, 300, 301, 302}. Za
poprawna odpowiedz bez wykazania, ze inne liczby nie spelniaja rownania, przyznajemy 5 pkt. Za pominigcia
jakiego$ pierwiastka przyznajemy 3 pkt.
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1. lle jest liczb 10-cyfrowych, ktorych iloczyn cyfr wynosi 5 lub suma cyfr dzieli si¢ przez 3?
2. Jaka jest najmniejsza liczba naturalna posiadajaca 64 rozne dzielniki?

3. Jaki jest obwod prostokata, ktorego przekatna ma dtugosé V50, a pole wynosi 9?

4. Oblicz dtugos¢ OC z rysunku.

5. Czy liczba V2+ V3 + /5 jest niewymierna?

6. Jaki jest najdtuzszy ciag arytmetyczny o réznicy 6, ktorego wszystkie 4

wyrazy sa pierwsze?

7. Rozwiaz w czworkach liczb naturalnych uktad réwnan.

K+K+N =42
L+M+N =34
K+M+N =29
L+N+L =52

8. W pewnej wiejskiej szkole pracuje 12 nauczycieli: 7 kobiet i 5
mezczyzn. Na ile sposobow mozna z nich wyloni¢ 5-osobowa
delegacjg na spotkanie z ministrem, jesli musi si¢ w niej znalez¢
przynajmniej dwoch mezczyzn i przynajmniej jedna kobieta?

9. Matlandia ma flage panstwowa w ksztalcie trojkata
rownobocznego. Flaga jest bialo-czerwona jak na rysunku
(czerwony skserowany jest na szaro). Odcinki, ktore wychodza z
wierzchotka, dziela przeciwlegly bok na czgsci w stosunku 1:2.
Jaka czes¢ pola flagi stanowi kolor czerwony?

10. Udowodnij, ze w trojkacie ostrokatnym o bokach dlu%oéci a, b, ¢ zachodzi
V(@*+b*—c?) + V(b*+c?—a?) + V(c*+a>-b?) < a+b+c.
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Jest 10 liczb 10-cyfrowych z iloczynem cyfr byt rownym 5 (cyfra 5 na jednym miejscu i jedynki na
pozostatych). Co trzecia liczba 10-cyfrowa dzieli si¢ przez 3, czyli ma sumg cyfr podzielna przez 3. Liczb 10-
cyfrowych jest 9 999 999 999 — 999 999 999 = 9 000 000 000, wsrdd nich liczb podzielnych przez 3 jest

3 000 000 000. Te zbiory sa roztaczne (za brak sprawdzenia tego odejmujemy 5 pkt), zatem odpowiedz to
3000 000 010.

64 dzielniki posiada np. 63. potega dwojki. Sa nimi: 1, 2, 2% 23 ..., 2% Z poteg liczb pierwszych to jest
najmniejsza liczba o 64 dzielnikach. Znacznie mniejsza jest liczba 23 i tez ma 64 dzielniki. Dzielniki tej
liczby sa postaci 2*-3¥, gdzie x wybieramy na 32 sposoby (od 0 do 31), a 'y na 2 sposoby (0 lub 1). Dzielnikéw
wychodzi 2-32=64. Ale 64 = 4-16, wigc tyle dzielnikoéw bedzie miata tez liczba 2'°-3%, 64 = 2.2:16, wigc trzeba
tez rozwazy¢ liczbe 2°-3-5, a ta jest mniejsza niz poprzednia. 64 = 8-8, co prowadzi jeszcze mniejszej liczby
2".3". Trzeba jeszcze rozwazyé 64 = 2-4-8 i 64 = 2.2-2-8, ktore prowadza do liczb 27-3% 5i 27.3.5.7. Ta ostatnia
jest z nich najmniejsza. Pozostaja jednak przypadki 64 = 2-2-2-2-4 i 64 = 2.2.2-2-2-2, prowadzace do liczb 2°-3
5.7.11 i 2.3-5.7-11-13-17, z ktérych 2%3 5.7-11 jest mniejsza i jednocze$nie najmniejsza ze wszystkich
rozwazanych. Uczen powinien wykona¢ pordwnania przez szacowanie (pordwnywanie czynnikow), a nie
wyliczanie warto$ci. W przeciwnym razie odejmujemy 2 pkt (przy poprawnej metodzie i wyniku).

Niech p jest potowa obwodu prostokata. Ze wzoru skroconego mnozenia a? + b? +2ab = (a+b)* mamy 50 +18
= p? czyli p = V68. Obwod prostokata wynosi 2V68.

Z rysunku wynika, ze O jest punktem przecigcia symetralnych bokow trojkata, zatem OC jest promieniem
okregu opisanego na trojkacie. Trojkat AOB jest rownoramienny, a po opuszczeniu w nim wysoko$ci na bok
AB otrzymujemy dwie potowki trojkata rownobocznego o wysokosci 10, czyli o boku |JAO| |CO| = 20\13/3,.

Tak. Uzasadnienie nie wprost. Zatozmy, ze jest to liczba wymierna w. Mamy V2 + V3 = w—/5. Te rownosé
podnosimy stronami do kwadratu i otrzymujemy 5+2V6 = w*+5 — 2w\5, co daje dalej V6+w\5 = w?/2. Lewa
strona jest liczba wymierng. Oznaczmy ja ( i znowu podniesmy obie strony do kwadratu. Otrzymamy
6+5w*+2w\30 = g, skad V30 = (q°—6-5W)/2w. Trzeba jeszcze pokazaé, ze lewa strona jest niewymierna, a
prawa wymierna, co daje sprzecznos$¢. Za stwierdzenia typu ‘iloczyn liczby wymiernej i niewymiernej jest
niewymierny’ odejmujemy 3 pkt (bo np. V20 nie jest). Niewymierno$é¢ V30 najtatwiej pokaza¢ z twierdzenia o
wymiernych pierwiastkach wielomianu x* — 30 = 0 (N30 nie jest zadnym z dzielnikéw 30, bo zaden z tych
dzielnikow nie daje wyniku 30 po podniesieniu do kwadratu).

Najdtuzszym ciagiem jest 5, 11, 17, 23, 29 i jest to jedyny taki ciag 5-elementowy. Zatézmy, ze mamy 5 liczb
r6zniacych sig kolejno o 6, czyli a, a+6, a+12, a+18, a+24, gdzie a to dowolna liczba naturalna. Pokazemy, ze
co najmniej jedna z powyzszych liczb jest podzielna przez 5. Rozwazmy reszty z dzielenia wyrazow ciagu
przez 5:r, r+1, r+2, r+3, r+4ire {0, 1, 2, 3, 4}. Wida¢, ze jedna z reszt musi by¢ zerem, co oznacza, ze 5 musi
by¢ wyrazem tego ciagu, a jesli tak, to musi by¢ wyrazem pierwszym.

Odejmujac pierwsze rownanie od ostatniego, otrzymujemy L=K+5. Odejmujac trzecie od drugiego
otrzymujemy to samo. Zatem rownania nie sa niezalezne. Uktad rownan ma nieskonczenie wiele pierwiastkow
catkowitych. Wszystkie otrzymamy, podstawiajac za K dowolna liczbe catkowita i wyliczajac pozostate jako:
L = K45, N=42 - 2K, M = -13 — 3K. Widac¢ stad, ze jesli K bedzie liczba naturalna, to M nie. Nie ma zadnej
czworki liczb naturalnych spetniajacych podane warunki.

Aby byt spelniony warunek zadania, w delegacji musi by¢ 2 lub 3 Iub 4 mezczyzn. To sa mozliwosci
roztaczne, wigc ich liczby dodajemy. Kobiety wybieramy niezaleznie od megzczyzn, wiec stosujemy regute

5) (7 5\ (7
iloczynu. Mozliwych delegacji jest (2)[ j+ [ ](2) +5.7 = 10-35+10-21+35 = 350+210+35 = 595.

3 3
Oznaczmy czerwone pole CC’E = BB’D = AA’F jako a. Wowczas
BC’E = AB’D = A’CF to 2a. Natomiast b niech oznacza pole BB’C’ = C

AB’A’ = CA’C’, a X - pole trojkata A’B’C’. Pole trojkata ADC jest 2
razy wigksze od BDC, co daje rownos¢ 8a+2b = 5a+2b+x, skad x=3a.
Takze pole trojkata ADC’ jest dwa razy wigksze od pola BDC’, co
daje rownos¢ x+b+2a = 2a+2b, skad x=b, czyli b=3a. Cate pole
trojkata ABC to 21a, a pole czerwone to 6a, co stanowi */; catosci.
Oznaczajac \(a?+b*—c?) = u, V(b*+c?>—a%) = v oraz \(c*+a’—b?) = w,

i stosujac nieréwnos$¢ migdzy Srednig arytmetyczna i kwadratowa
dwoch liczb tzn. (x+y)/2 < N[(x*+y?)/2], otrzymujemy u+v+w =
(Uv)/2+ (vAW)/2+ (WHu)/2 < N[(U2HVA)21HV[(vVHw?)/2] + N[(wP+u?)/2]
=(2b%2) + \(2¢%/2) +\(2a%/2) = a+b+c .
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1. lle jest par liczb catkowitych (m, n), dla ktorych prawdziwe jest zdanie: m-kat foremny ma kat
zewngtrzny o mierze n°, a n-kat foremny ma kat zewnetrzny o mierze m°.

2. W pewnym trojkacie istnieje taki bok, ktorego dtugos¢ jest srednia geometryczna dtugosci
dwoch pozostatych bokéw oraz taki, ktorego dlugos¢ jest srednia arytmetyczna dlugosci dwoch
pozostatych bokow. Jaki to typ trojkata?

3. Suma kwadratoéw trzech kolejnych naturalnych liczb nieparzystych jest liczba czterocyfrowa o
jednakowych cyfrach. Wyznacz wszystkie trojki takich liczb nieparzystych.

4. Rozwiaz rownanie */ X — 1/[X] + [X]/X =2, gdzie [a] oznacza czgs$¢ catkowita liczby a.

5. Wykaz, ze punkt przecigcia wysokosci trojkata ostrokatnego jest srodkiem okregu wpisanego w
trojkat spodkowy (tzn. taki, ktorego wierzchotki sa spodkami wysokos$ci wyjsciowego trojkata).

6. Funkcja liniowa f(x) = ax + b ma wtasnosc¢ f(f(f(x))) = 27x — 52. Podaj wzor funkcji odwrotne;
dof.

7. W trojkacie rownoramiennym rami¢ jest dwa razy dluzsze od podstawy.
Suma dtugosci promieni okregdw wpisanego 1 opisanego na tym trojkacie jest
rowna 11. Oblicz obwod tego trojkata.

8. Wykres funkcji y = /5 odbito wzgledem prostej y = 1, a nastepnie otrzymany
obraz odbito wzgledem prostej y = -x. Jakie roOwnanie ma otrzymany w ten
sposOb wykres?

9. Potkole wpisano w ¢wierckole jak na rysunku. Jaka czg$¢ ¢wierc¢kola ono stanowi?

10. Na okrggu o srednicy |AB| = 4 wybrano punkt C tak, ze tuk AB dzieli on w proporcji 2:1. Punkt
P lezy prostopadle nad O w odlegtosci 2V2 od ptaszezyzny kota. Jaka jest odlegtosé A od PC?
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1. Kat zewnetrzny wielokata jest przylegly do kata wewngtrznego. Jesli kat zewngtrzny ma n°, to wielokat

foremny ma 360/n bokéw. Stad mamy m=360/n i n=360/m. Zatem m-n = 360, wigc m jest dowolnym dzielnikiem 360
wigkszym od 2 (za doliczenie 1 lub 2, ktore nie dadza wielokata odejmujemy 4 pkt). Jest ich 20 (3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12,
15, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 45, 60, 72, 90, 120), jest wigc 20 mozliwych par (m, 360/m).

2. Rozpatrzmy dwa przypadki: 1) dlugo$¢ jednego z bokow rowna sig $redniej geometrycznej i $redniej
arytmetycznej dlugosci dwoch pozostatych bokéw, 2) dhugos¢ jednego z bokdéw réwna si¢ $redniej geometrycznej
dlugosci dwoch pozostatych nokow a dlugos$¢ innego boku $redniej arytmetycznej dlugosci pozostatych bokow.
Oznaczmy przez a, b, ¢ dugosci bokéw danego trojkata. W pierwszym przypadku niech a=V(bc) oraz a=(b+c)/2. Stad
wynika, ze b = ¢, a zatem a = b = ¢. W drugim przypadku niech a=\(bc) oraz b=(a+c)/2. Wtedy b=(\(bc)+c)/2. Jesli
b<c, to ta wielko$¢ jest > (b+cC)/2 > b, a jesli b>c, to ta wielko$¢ jest < (b+c)/2 < b ($rednia wypada zawsze pomigdzy
mniejsza a wigksza liczba). W obu przypadkach w nierowno$ciach réwnosci zachodza wtedy i tylko wtedy, gdy b=c, a
zatem gdy a=b=c. Zatem warunki zadania spetnia jedynie trojkat rownoboczny.

3. Niech n-2, n, n+2 beda trzema kolejnymi naturalnymi liczbami nieparzystymi i niech (n-2)%+ n® + (n+2)?
bedzie liczba czterocyfrowa o jednakowych cyfrach. Mamy wtedy 3n?+ 8 = 1111 - k, gdzie k jest liczba naturalng
mniejsza niz 10. Liczba 1111 - K — 8 jest nieparzysta i podzielna przez 3. Warunek ten spetniony dla k = 5, wowczas n =
43. Jedynym rozwiazaniem jest wigc trojka liczb 41, 43 145.

4. Dziedzing rdwnania sg takie liczby rzeczywiste, ktorych czg$¢ catkowita jest rozna od zera. Po przeksztatceniu
otrzymujemy rownanie (X - [x])? = [x], ktore jest sprzeczne, gdyz x - [x] € <0; 1).
5. Niech AA;, BB;, CC; beda wysokosciami trojkata ABC.

Opisujemy okregi na trojkatach ACC, i BCC,. Katy B,C,C i B;BC
sa rowne (jako wpisane oparte na tym samym tuku). Analogicznie
rowne sg katy CC1A; i CAA;. Ale trojkaty CAA; i CBB; sa
podobne (cecha kat-kat), wiec katy CAA; i CBB; sa rowne. A to P
na mocy przechodnio$ci dowodzi rownosci katow B;C,C i CC1A;, (

dwusiecznych katow trojkata AB;Cy, czyli $rodkiem okregu
wpisanego w ten trojkat.
6. Mamy f(f(f(x))) = a(a(ax+b)+b)+b = a’x+a’b+ab+b =

4
czyli tego, ze wysokos¢ CC; jest dwusieczna kata B;CiA;. To ‘7
samo rozumowanie prowadzimy dla pozostatych katow. Stad
punkt przecigcia wysokos$ci trojkata ABC jest punktem przecigcia

a’x+ b(a’+a+l) = 27x — 52. Z pordwnania wspolczynnikow
mamy a°=27, czyli a=3 i 13b = -52, czyli b=4. Zatem funkcja f ‘
jest dana wzorem f(x) = 3x+4, stad funkcja odwrotna ma wzor

g(x) = **9/; = Y5 x + */; (skoro przepis f kaze mnozyé¢ przez 3 i

odja¢ 4, to przepis, ktory cofnie skutek dziatania f powinien dodac 4 i dzieli¢ przez 3)

7. Niech O oznacza $rodek okregu o promieniu R opisanego na trojkacie ABC, W —
srodek okregu o promieniu r wpisanego w ten trojkat, h — wysoko$¢ opuszczona na podstawe
AB o dlugosci 2a, P - spodek tej wysokosci, M - punkt styczno$ci okrggu wpisanego z
ramieniem AC o dilugosci 4a. Z rownoramiennosci P jest srodkiem podstawy. Z twierdzenia
Pitagorasa w trojkacie ACP mamy h® + a” = (4a)?, skad h = aV15. Z twierdzenia Pitagorasa w
trojkacie WCM mamy (h-r)? = r? + (3a)?, skad r = /5 aV15. Z twierdzenia Pitagorasa w
trojkacie APO mamy R? = (h-R)? + a°, skad R = %/saV15. Poniewaz r+R = 11 = */;5 aV15,

dostajemy a = V15. Obwéd trojkata wynosi 10a = 10V15.

8. Po odbiciu w pierwszej prostej otrzymujemy wykres o réwnaniu y =1 + (1-/x) = -
!/x+2. Odbicie w prostej y = -x spowoduje zastapienie y przez -x oraz zastapienie -X przez y.
Zatem rownanie y = -/x+2 przyjmie posta¢ —X = - 1/,y+2, czyli -(x+2) = 1/y, czyliy = - Hyo.

9. Niech O i M — érodki ¢wierckola i potkola, AB — $rednica potkola, P i Q — punkty
stycznosci. Przyjmijmy |OA|=1 (podobienstwo zachowa stosunek podl). Styczna jest p
prostopadta do promienia, wigc OPMQ jest kwadratem i |[OM| = rvV2. Z twierdzenia
Pitagorasa w trojkacie OAM mamy 3r® = 1. Pole éwierckola to /4, a polkola n/6, co
stanowi 2/3 catosci.

Pokazemy, ze trojkat PAC jest réwnoboczny. Wowczas odleglos¢ A od PC to jego 243 22|
wysoko$¢. P lezy na osi symetrii kota, wigc PA=PC i z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie )
OPA mamy PA = PC = 2v3. Kat polpelny AOB jest podzielony ramieniem OC w stosunku _
2:1, wige kat COB ma 60°, a rbwnoramienny trojkat COB jest rownoboczny i BC=2. Kat :,’:/2 0

h .-
gl

BCA jest prosty, jako wpisany oparty na $rednicy. Z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie ABC A \
mamy AC = 2V3. Szukana odleglo$é to 3. 3




Jaka najwicksza warto$¢ moze przyja¢ najmniejsza z liczb dodatnich x, y + “/y, 1/y’?

Oznaczmy przez s najwigksza wartosé, jaka przyjmuje najmniejsza z liczb x, y+'/,, 1/y dla pewnych wartosci X, y € R,
(oczywiscie wtedy takze s € R,). Dla tych wartosci X i y zachodza warunki: x > s (lub réwnowaznie */y < '), y+'/,>'s
oraz '/, > s (lub réwnowaznie y < '/5). Stad otrzymujemy nieréwno$¢ podwojna s < y+7, <% (boy<'si ‘<), z
ktorej wynika s* < 2, czyli s < V2. I ta wartos¢ jest przez s osiagana, np. dla x=\2 iy = lez.



