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MECZ |

Ania, Basia, Czesia, Daria 1 Ewa wybieraja si¢ autobusem nad jezioro. Stangty w kolejce do
kierowcy po bilet. Daria stata w kolejce przed Basia, ale za Ewa. Ania i Ewa nie staty obok
siebie. Czesia nie stala obok Ewy, ani Darii, ani obok Ani. W jakiej kolejnosci dziewczynki
ustawity sie w kolejce?

31 grudnia 1997 roku byta $roda. Ile §r6d byto w 1997 roku?

Dwie lodowki 1 trzy pralki kosztuja 7250 zl. Pig¢ takich samych lodéwek i trzy pralki kosztuja
9800 zt. Ile kosztuje pralka, a ile lodéwka?

Dane sa dwie ro6zne cyfry, z ktorych zadna nie jest zerem. Pokaz, ze suma wszystkich liczb
dwucyfrowych, jakie mozna zapisac¢ za pomoca tych cyfr, jest podzielna przez 11.

Liczba 145541 jest palindromem, bo nie zmienia wartosci czytana w przdod 1 wspak. Ma tez tg
szczegblna wlasno$é, ze wybrane z niej kolejne liczby dwucyfrowe (14, 45, 55, 54 1 41) sa
rozne. Jaka jest najwigksza liczba palindromiczna zapisana cyframi 1, 2 i 3 o tej samej
wlasnosci?

Mateusz ma dwie mtodsze siostry. Iloczyn lat trojga dzieci jest rowny 396, a suma ich lat jest
rowna 23. Ile lat ma Mateusz?

Janek narysowat cztery grupy prostych rownolegltych (ale zadna prosta z jednej grupy nie byta
réwnolegta do prostej z innej grupy) zawierajace odpowiednio 20, 30, 40 1 50 prostych. Ile
punktow przecigcia jest na jego rysunku?

Ile liczb spetnia réwnanie (2x+6) (x*+9)(x*~1)=0?

Wiadomo, ze Y.=a+Y,=b+Y.=3. Jaka jest warto$¢ iloczynu abc?

10) Rysunek przedstawia pig¢ siatek szescianu wykonanych z kartonu (§ciany maja ten sam kolor

po obu stronach papieru). Z siatki P ztozono szeécian. Ktora z pozostatych przedstawia siatke
identycznego szescianu?

T T AL
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Skoro Daria stata w kolejce przed Basia, ale za Ewa, tomamyuklad __E D __ B _ . W puste miejsca trzeba
wstawi¢ Anig i Czesig. Wiadomo, ze nie staly one obok siebie, wiec mamy uktad _E _ D _ B _. Wiadomo, ze Czesia
nie stata obok Ewy ani Darii, wigC jedyny mozliwy uktad to E _ D _ B C. Pozostalo ustawienie Ani. Nie moze ona
sta¢ kolo Ewy, mamy zatem ostateczny uklad ED A B C.

1997 nie byt rokiem przestgpnym, wigc miat 365 dni = 52-7+1, tzn. 52 tygodnie i 1 dzien (ostatni — §rodg). Zatem w
roku byly 53 $rody. Za bardziej skomplikowane rozumowanie odejmujemy 2 pkt.

Zapisujac tre$¢ symbolicznie, mamy 2L + 3P = 7250 oraz 5L+3P = 9800. Réznica tych liczb 2550 to koszt trzech
lodowek. Stad L=850 i dalej P = 1850. Za podanie odpowiedzi ze sprawdzeniem bez rozumowania, z ktérego wynika,
ze to jedyna mozliwo$¢é, przyznajemy 3 pkt.

Niech cyfry z zadania to A i B. Za ich pomoca mozna zapisa¢ cztery liczby dwucyfrowe: AA = 10A+A, AB = 10A+B,
BA =10B+A i BB = 10B+B. Ich suma jest rowna 22A + 22B = 22(A+B), co dzieli si¢ przez 11 bez reszty.

Z cyfr 1, 2 1 3 mozemy utworzy¢ 9 réznych liczb dwucyfrowych (11, 22, 33, 12, 21, 13, 31, 23, 32) — jedna cyfrg z
trzech wybieramy na 3 sposoby i dwie cyfry z trzech na trzy sposoby (to samo, co odrzuci¢ jedna), ale mozemy jeszcze
zmienia¢ kolejnos¢ (czyli 3+2-3) za brak uzasadnienia, ze to wszystkie mozliwosci odemujemy] pkt. Teraz
konstruujemy jak najwicksza liczbg palidromiczna, spetniajaca warunki zadania. Najlepiej gdyby zawierata wszystkie 9
liczb dwucyfrowych. Aby liczba byta najwigksza, zaczynamy od 3. Kolejne cyfry nie moga si¢ powtarza¢ (poza
Srodkiem” liczby), bo ta sama dwucyfrowa liczba wystapitaby dwukrotnie w symetrycznym potozeniu. Zatem
poczatek musi by¢ taki 32...23. Trzecia cyfra nie moze by¢ 3, bo powtorza si¢ liczby 32 i 23, zatem musi by¢
321...123. Teraz znowu mozna wpisa¢ najwi¢ksza mozliwa cyfre, czyli 3. Dostajemy liczbg 3213...3123. Liczba
32133123 wyczerpuje juz 8 z 9 mozliwych liczb dwucyfrowych. Zostaje niewykorzystana liczba 11, jednak moze ona
sta¢ jedynie w $rodku, ale wpisanie jej tam powoduje powtorzenia. Dlatego otrzymana do tej pory liczba jest
najwigksza z mozliwych. Za podanie odpowiedzi bez uzasadnienia przyznajemy 3 pkt.

Rozktadamy liczbg 396 na czynniki pierwsze, co daje 11-3-3-2-2. Jedno z dzieci ma 11 lat (bo po potaczeniu 11 z innym
czynnikiem suma lat bedzie wigksza niz 23). Z pozostatych czterech czynnikow musimy utworzy¢ dwa. Jesli
potaczymy trzy czynniki, otrzymamy 3-3-2 (ale 18+11>23), albo 2-2-3 (ale 12+11+3 > 23). Jeéli potaczymy po dwa
czynniki, otrzymamy 3-3i 2-2 (ale 9+4+11>23) lub 3-2i 3-2 i wtedy 6+6+11=23. Zatem Mateusz ma 11 lat. Za
rozpatrywanie wigkszej liczby przypadkow odejmujemy 3 pkt. Za brak systematycznej reguty w sprawdzaniu
odejmujemy 1 pkt. Za niesprawdzenie jakiej§ mozliwosci (i dobrej odpowiedzi) przyznajemy maksymalnie 4 pkt.

Kiedy p rownolegtych przecina q rownolegtych, kazda linia z pierwszej grupy przecina kazda z drugiej i powstaje p-q
punktow przecigecia. Mamy 4 grupy linii réwnolegtych, czyli 6 par nierdéwnoleglych kierunkéw. Liczba przecigc jest
wigce sumg szesciu sktadnikow 20-30 + 20-40 + 20-50+30-40+30-50+40-50 = 600+800+1000+1200+1500+2000 = 7100.

Iloczyn trzech czynnikow jest zerem, wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej jeden z nich jest zerem. Pierwszy nawias
daje wartos$¢ zero dla x=-3, drugi ma zawsze warto$¢ dodatnia, a trzeci zeruje si¢ dla x=1. Zatem réwnanie spetniaja
dwie liczby. Za podanie odpowiedzi ze sprawdzeniem bez rozumowania, z ktérego wynika, ze to jedyna mozliwos¢,
przyznajemy 2 pkt.

Z tresci wiemy, ze '/, = 3, skad a = /5. Dalej Y5+, = 3=/, skad '/, = ¥/, czyli b="/;. | dalej */g+'/c = 3=**,, skad */, =
2., a wtedy ¢=*/,1. Szukany iloczyn to /33585 = Y.

Sciany szare spotykaja si¢ w jednym wierzchotku, albo nie (wtedy sze$cian sktada si¢ z dwoch splecionych
jednokolorowych figur przypominajacych U — patrz rysunek). Zadna siatka z rysunku nie daje szescianu,
w ktorego wierzchotku schodza sig 3 szare kwadraty, dlatego wszystkie te szeSciany sa jednakowe.

Kazda siatka z rysunku ma trzy $ciany biate i trzy szare. W takim wypadku sa tylko dwie mozliwosci: albo ] j
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Piszemy daty w postaci dd-mm-rrrr, ale bez kresek, np. 01092010 oznacza 1 wrzesnia 2010.
Data 1 lutego 2010 jest liczbowym palindromem (tzn. czyta si¢ tak samo w przdd i wstecz).
Jaka byta po niej nastgpna data palindromiczna?

Suma trzech liczb wynosi 200. Jakie to liczby, jesli pierwsza z nich jest o 3 mniejsza od drugiej,
a druga jest 0 11 mniejsza od trzeciej?

Pokaz, ze suma czterech kolejnych liczb naturalnych nie moze by¢ liczba pierwsza.

Jasiek powiedzial: Kiedy miatem 3 lata, mdj ojciec byt o 5 lat starszy od mojej mamy. Gdy
miatem 9 lat moja mama miata 37 lat. Przed dwoma laty moj ojciec obchodzit jubileusz 60-
lecia. Ile lat ma Jasiek?

Po tym jak Staszek wydat /5 kieszonkowego i jeszcze Y tego, co mu z niego pozostalo, miat juz
tylko 15 zt. Ile kieszonkowego dostat?

Ile liczb od 1 do 2014 jest podzielnych jednoczes$nie przez 20 i 14?
lle razy od godziny 12% do 24% wskazéwka minutowa i godzinowa tworza kat 30°?

Przekatne rownolegloboku o obwodzie 40 cm dziela go na cztery trdjkaty. Roznica obwodow
dwoch z tych trojkatow wynosi 5 cm. Oblicz dlugosci bokoéw réwnolegtoboku.

Ile liczb spetnia réwnanie (x*+8)(x*~16)(x*+1)=0?

Liczby dodatnie a, b, c, d sa takie, ze ab = 2, bc = 3, cd = 4 i de = 5. Jaka wartos¢ liczbowa ma
utamek /,?
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Daty sa zlozone z 8 cyfr, zatem podanie samego roku wyznacza juz jednoznacznie date¢ palindromiczna. Po roku
2010 musimy wigc przejs¢ do kolejnego roku 2011, ktory wyznacza date 11-02-2011.

Oznaczajac przez T trzecia liczbe, mamy T+(T-11)+(T-11-3) = 3T-25 = 200. Stad T = 75, a pozostate liczby to 64
i 61. Za podanie odpowiedzi ze sprawdzeniem bez rozumowania, z ktérego wynika, ze to jedyna mozliwo$¢,
przyznajemy 3 pkt.

Suma liczby nieparzystej i parzystej jest nieparzysta, a suma dwoch liczb parzystych jest parzysta. Liczby
nieparzyste i parzyste utozone sa na przemian, wigc kazde dwie kolejne liczby réznig si¢ parzystoscia. Zatem suma
pierwszych dwoch i suma ostatnich dwoch z czterech kolejnych liczb jest parzysta, a wigc suma wszystkich
czterech tez. Tylko 2 jest parzysta liczba pierwsza, ale suma 4 kolejnych liczb naturalnych jest zawsze wigksza od
2 (najmniejsza to 1+2+3+4=10).

Rozwiazanie ilustruje tabela.

3 X X+5
9 37 37+5 <

60 >+20
29 |57 |62

Niech Staszek miat x zt kieszonkowego. Po wydaniu /sx zostato mu */sx, a po wydaniu % z tego, zostato mu % z
X, czyli 12,1 to wynosi 15 zt. Zatem x = 25 zt.

Liczba dzieli si¢ jednoczesnie przez 20 i 14 wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli si¢ przez 140 (ich NWW). Co 140-sta
liczba naturalna dzieli si¢ przez 140, czyli takich liczb jest [2014/140] = 14. Za zliczanie ,na piechotg”
odejmujemy 3 pkt.

Zazwyczaj dzieje si¢ tak 2 razy w ciagu kazdej godziny: raz kiedy wskazoéwka minutowa jest o 30° (czyli 5 minut)
przed godzinowa i raz gdy jest 30° za godzinowa. Dla 12 godzin daje to 24 mozliwosci, ale jedna z nich wypada
okoto godziny 11%° i jedna okoto godziny 00%, wiec sa one poza rozpatrywanym w zadaniu przedzialem
czasowym. Ostatecznie zostaja 22 momenty. Za odpowiedz 24 przyznajemy 3 pkt.

Skoro obwod wynosi 40 cm, to suma dwdch sasiednich bokéw 20 cm. Przekatne w rownolegloboku potowig sig,
wigc roznica obwodow trojkatow musi by¢ rdznica dtugosci bokow rownolegtoboku. Skoro jeden jest dluzszy od
drugiego 0 5, to x+x+5=20, skad 2x=15. Zatem jeden bok ma dtugos¢ 7,5cm, a drugi 12,5cm.

lloczyn trzech czynnikow jest zerem, wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej jeden z nich jest zerem. Pierwszy
nawias daje warto$¢ zero dla x=2, drugi zeruje si¢ dla x=4 albo Xx=-4, a trzeci ma zawsze warto$¢ dodatnia.
Pominiecie ktdrego$ pierwiastka powoduje, ze zadanie jest nierozwiazane. Zatem rownanie spetniaja trzy liczby.
Za podanie odpowiedzi ze sprawdzeniem bez rozumowania, z ktérego wynika, ze to jedyna mozliwos$¢,
przyznajemy 3 pkt.

Z czwartej rownosci mamy d = °/,. Wtedy z trzeciej rownosci mamy ¢/, = 4, czyli ¢ = */s. Wtedy z drugiej
réwnosci mamy b-**/s = 3, czyli b = **/,,. Ostatecznie z pierwszej rownosci mamy a-/se = 2, czyli */, = ¥/1s.
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Ojciec jest dzi$ 3 razy starszy od syna, ale za 11 lat bedzie starszy juz tylko dwukrotnie. lle lat
ma obecnie syn?

Na poczatku marca ceng nart obnizono o /3, a w kwietniu — jeszcze o 40 zt. Wtedy Jacek kupit
je za 590 zt. Ile kosztowaly te narty w lutym?

Jakie pary liczb naturalnych (dopuszczamy takze liczbg zero) maja sumeg rowna 150, a ich
najwigkszy wspdlny dzielnik wynosi 157

X—4
=07
X—4 ' THIS

Ile liczb spetnia rownanie

W dodawaniu nie wystepuje cyfra zero, a kazda litera zastepuje inng cyfre. lle 2014
wynosi T+H+1+S?

Jaka jest najmniejsza liczba catkowita dodatnia, ktora dzieli si¢ przez 13, ma sumg cyfr rowna
13 1 ktorej dwie ostatnie cyfry tworza liczba 13?

Stosunek miar katow pewnego trojkata wynosi 1:2:3. Oblicz miary tych katow.

Beata napisata 10 kolejnych liczb catkowitych, zaczynajac od pewnej liczby dwucyfrowe;.
Okazalo sig, ze zadna z tych liczb nie ma sumy cyfr podzielnej przez 7. Jaka najmniejsza liczbg
mogla zapisa¢ Beata?

3X + X+3
Wiadomo, ze Y _ —1. Jaka jest warto$¢ wyrazenia Yo

x—3y 3X-y

Kat dopisany do okregu to kat o wierzchotku na okregu, ktorego ramionami
sa styczna do okrggu w wierzchotku kata i dowolna cigciwa (patrz rysunek).
Udowodnij twierdzenie o kacie dopisanym, ktore mowi, ze kat dopisany do
okrggu jest dwa razy mniejszy od kata srodkowego opartego na tym samym
tuku.
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Oznaczajac przez O i S obecny wiek ojca i syna odpowiednio, mamy O=3S, ale takze O+11 = 2(S+11), czyli O =
2S+11 = 3S. Stad S=11. Obliczanie wicku ojca jest zb¢dne (mozna za to odja¢ 1 pkt). Za podanie odpowiedzi ze
sprawdzeniem bez rozumowania, z ktdrego wynika, ze to jedyna mozliwos¢, przyznajemy 3 pkt.

Oznaczmy przez C ceng nart w lutym. Z treéci zadania wiemy, ze 2/3C—40 = 590, czyli %/5C = 630, zatem '/;C =
315. Stad C =945 zl. Za podanie odpowiedzi ze sprawdzeniem bez rozumowania, z ktérego wynika, ze to jedyna
mozliwo$¢, przyznajemy 3 pkt.

Kazda z szukanych liczb w parze musi by¢ wielokrotnoscia 15 i nie moze by¢ wigksza niz 150. Mamy zatem
mozliwe pary 0+150, 15+135, 30+120, 45+105, 60+90, 75+75 i dalej pary rdznia si¢ juz tylko kolejnoscia
dodawania (mozna je rozpatrywac jako inne, ale nie wymagamy tego). Jednak tylko w przypadku dwoch par ich
NWD wynosi 15. Mozna tez uznaé, ze takich par jest cztery, uwzgledniajac kolejno$é: (15, 135), (45, 105), (105,
45) i (135, 15).

lloraz jest zerem, wtedy i tylko wtedy, gdy licznik jest zerem, to znaczy gdy x=4. Jednak liczba 4 nie spetnia
réwnania, gdyz po wstawieniu jej w miejsce X, otrzymujemy dzielenie przez 0, ktorego nie da si¢ wykona¢ Zatem
réwnania nie spetnia zadna liczba. Za podanie odpowiedzi bez uzasadnienia przyznajemy 2 pkt.

S musi by¢ rowne 2 lub 7 (bo 2S konczy si¢ na 4). W rzedzie dziesiatek wyniku stoi nieparzyste 1, wigc musiato
nastapic¢ przeniesienie (bo 1+ datoby cyfre parzysta). Zatem S=7. Skoro | nie jest zerem, musi by¢ réwne 5, aby
dato 1 w rzedzie dziesiatek wyniku. Mamy zatem znowu przeniesienie do rzedu setek. Stad H=9 i T=1. Zatem
szukana suma to 1+9+5+7 = 22.

Nie moze by¢ to liczba jedno- ani dwucyfrowa (za brak uzasadnienia odejmujemy 1 pkt). Nie moze to by¢ liczba
trzycyfrowa, bo musialoby to by¢ 913, a ta liczba nie dzieli si¢ przez 13. Nie moze by¢ to liczba czterocyfrowa, bo
suma dwodch poczatkowych cyfr musiataby by¢ 9 (kolejna mozliwo$¢ to 22, ale dwie cyfry dadza gora 18), a liczby
9000, 8100, 1800, 7200, 2700, 6300, 3600, 5400 i 4500 nie sa podzielne przez 13 (za pominigcie choéby jednego
przypadku odejmujemy 4 pkt). Wsrodd liczb pigciocyfrowych najmniejsza o sumie poczatkowych trzech cyfr 9 to
10800, ale ta liczba nie dzieli si¢ przez 13. Kolejna to 11700, a poniewaz 117 = 9-13, liczba 11700 jest podzielna
przez 13. Szukana liczba jest wigc 11713.

Oznaczmy miare najmniejszego kata przez X. Wtedy pozostate maja miary 2x i 3x. Suma katow tego trojkata
wynosi 6x i jest rowna 180°. Zatem x = 30°, 2x = 60°, 3x = 90°.

W dziesiatce kolejnych liczb dwucyfrowych zawsze znajduje sig taka, ktorej suma cyfr jest podzielna przez 7 (za
brak uzasadnienia odejmujemy 4 pkt — wystarczy sprawdzi¢ przypadki, gdy wielokrotnosci 10 wystepuja w ciagu
na 4 lub 5 miejscu, bo w pozostatych przypadkach sumy cyfr daja kolejne 7 liczb, a wérdd nich zawsze jest
wielokrotnos¢ 7). Zatem niektore liczby Beaty musiaty by¢ trzycyfrowe. Ostatnig liczba dwucyfrowa o sumie cyfr
podzielnej przez 7 jest 95. Zatem najmniejsza liczba, od ktdrej mogt zaczac si¢ ciag Beaty to 96. Rzeczywiscie
liczby od 96 do 105 maja sumy cyfr niepodzielne przez 7.

Z pierwszej rownosci widaé, ze licznik i mianownik to liczby przeciwne, zatem 3x+y = -x+3y. Stad 4x=2y, tzn.
y=2x. Podstawiajac do drugiej rownosci, otrzymamy ™/, = 7. Za bardziej skomplikowane, ale poprawne rachunki,
odejmujemy 2 pkt.

Zachodzi o+2x = 180° (suma katoéw trojkata) oraz f+x = 90° (prostopadtos¢ promienia
do stycznej). Stad a=2p.




