KONKURS MATEMATYCZNY - KOMA 2012
GIMNAZJA - ELIMINACJE SZKOLNE
POSTEP ARYTMETYCZNY - KONSPEKT WYKLADU

1) Okreslenie postepu arytmetycznego, przyktady

2) Obliczanie odlegtych liczb w zadanym postepie arytmetycznym
3) Sumowanie liczb w postepie arytmetycznym

4) Parzystos¢ dlugosci postepu, jego roznicy i kolejnych wyrazow

Ad1

Postep stanowig punkty znajdujace sie¢ w rownych odstepach na osi liczbowej. Wykonujemy po nich skoki, zawsze tej
samej dtugosci. Pierwszy kamien oznaczamy a, ostatni z. To, jak daleko lezy ostatni kamien zalezy od tego, gdzie lezy
pierwszy, i ile jest kamieni roztozonych po drodze (lub ile skokow musimy wykona¢, zeby dotrze¢ do ostatniego
kamienia — ich liczbe 0znaczamy n), a takze od tego, jak duze sg odlegtosci miedzy kamieniami (czyli jak dugie sg
skoki — oznaczamy te dtugos$é¢ r). Pierwszy kamien moze leze¢ w dowolnym miejscu na osi, dtugos$¢ skoku tez moze
by¢ dowolna (catkowita, w tym ujemna — skoki w prawo i w lewo, utamkowa, a nawet niewymierna).

Dobre ustawienia kamieni to np. 1, 2, 3, 4, 5... (liczby naturalne); 2, 4, 6, 8, 10... (liczby nieparzyste), -5, -4, -3, -2, -1,
0, 1, 2... (liczby catkowite), 5, 10, 15, 20, 25... - wielokrotnos$ci pigtki, 10, 11, 12, ..., 99 — liczby dwucyfrowe itp.
Skakanie po tego typu kamieniach mozna rozpocza¢ od dowolnego miejsca i dowolnie dlugo kontynuowaé w obie
strony, ale kierunku nie mozna zmienia¢ w trakcie skakania. Dowolny fragment post¢pu arytmetycznego (ztozony z
kolejnych jego wyrazow) jest tez postepem arytmetycznym (bo nie zmieniamy odlegtosci kamieni), niezaleznie od tego,
w ktora strone po nim skaczemy. Postep arytmetyczny zostanie zachowany, jesli kamienie na raz przesuniemy w prawo
lub lewo, albo zwigkszymy/zmniejszymy w jednakowy sposob odstepy miedzy nimi.

W jezyku arytmetyki roznica kolejnych liczb tworzacych postep arytmetyczny (czyli odlegtos¢ miedzy kamieniami lub
dtugos¢ skoku ) jest w calym postepie taka sama.

Ad 2

Przyktad. Skaczemy po kolejnych liczbach naturalnych, zaczynamy od 3. Gdzie wylagdujemy po 2 skokach? A po 5, 10,
100? W razie potrzeby poda¢ inne przyktady liczbowe.

Jesli zaczniemy skakaé na osi od liczby a, skokiem dtugosci r w prawo, to ladujemy kolejno na kamieniach: a+r, a+2r,
a+3r, ... Po wykonaniu 17 skokow ladujemy w a+16r, a po 100 skokach w a+99r. Kiedy wykonamy n skokdw,
ladujemy na kamieniu a+(n-1)r. Podobnie jest, gdy skaczemy w lewo, tylko wtedy odejmujemy skoki od a.

Mowimy, ze postep rosnie, gdy skaczemy w prawo, lub maleje, gdy skaczemy w lewo.

Wyraz dziesiaty postepu 0znaczamy ayo. Inne analogicznie. Pierwszy wyraz postgpu oznaczamy tez a;, a ostatni a z
wlasciwym numerem tego wyrazu, tzn. ktéry jest w kolejnosci.

Wazna jest umiejetno$¢ sprawdzania, czy dana liczba pochodzi z ustalonego postepu arytmetycznego, np. czy 40 jest w
postepie 3, 7, 11, 15, 19, ... (nie, bo to same liczby nieparzyste — dlaczego?), a 86 lub 93 w postepie 2, 15, 28, 41, 54,

2+7-13=93, to ile jest wyrazow w tym postepie od 2 do 93 wlacznie? Jest 7 skokow (odcinkow na osi), a 8 liczb.

Ad3

Suma liczb ze skrajnych kamieni (tzn. a i z) jest taka sama, jak suma z drugiego i przedostatniego (bo pierwszy sktadnik
wzrasta o r, a drugi maleje o r, wigc nic si¢ nie zmienia). Podobnie suma trzeciego i przed-przedostatniego (skrajne
kamienie mozemy odrzucic).

Suma liczb lezacych w tych samych odlegtosciach od kamieni skrajnych jest taka sama, jak suma kamieni skrajnych.
Zauwazy¢ przy okazji, jakie numery majg wyrazy rownoodlegte od skrajnych, np. w postepie o 17 wyrazach sa to a i
ay7, & i age, a3 i ays itd.. Majg stalg sume numerow (=18).

Sume postepu arytmetycznego, czyli sume wszystkich liczb z postepu, oznaczamy S.

Obliczajac sume postepu, wypisujemy kolejno wszystkie wyrazy i podpisujemy je jeszcze raz w odwroconym porzadku.
Kamienie skrajne wypadaja jeden pod drugim, drugi i przedostatni tez, trzeci i przed-przedostatni itd. Zawsze wypadaja
pod soba nawzajem kamienie lezace w tej samej odleglo$ci od kamieni skrajnych. Podczas sumowania mozemy je
zastgpi¢ sumg kamieni skrajnych. Je§li w postepie jest n liczb, otrzymujemy w ten sposob n razy sume a+z. Ale tym
sposobem sume catego postepu policzylismy dwukrotnie, wiec bierzemy tylko polowe wyniku. Ostatecznie suma
wszystkich liczb postepu arytmetycznego to ¥ -(a+z)-n.

Jakis$ prosty przyktad. Uwzgledni¢ techniki sprytnych rachunkéw i notacje z wielokropkiem dla dtugich postepow.
Przyktady rozmaite, w tym obliczanie sumy liczb trzycyfrowych, trzycyfrowych wielokrotnosci dwudziestki itp, gdzie
trzeba wyznaczy¢ a, z i liczbg sktadnikow.

Na ogot przy obliczaniu sum postgpOw najwazniejsze jest wyznaczenie liczby sktadnikow. Oblicz sumy
2+9+16+23+...+142, 223+228+233+...+778, 1+3+5+7+...+113 itd.

Rozwazamy takze przyktady postepéw malejacych, ztozonych z liczb o roznych znakach, 0 wyrazach utamkowych, z
litera, np. 1+2+3+...+5n (co to 0znacza?) oraz splatane 2 postgpy arytmetyczne.



o Tricki stosowane przy obliczaniu sum, a raczej liczby sktadnikéw. Przyktady typu: 1+2+3+117 (117 sktadnikéw),
7+8+9+...+117 (117-6 sktadnikéw), wielokrotnosci np. 5+10+15+...+125 = 5(1+2+3+...425), inne np.
2+548+11+14+...+23 = 0+3+6+9+12+.. +21 + dwojki = 3(1+2+3+4+...+7) + 8-2.

Ad 4

e Jesli liczba kamieni (liczb w postepie arytmetycznym) jest nieparzysta, to istnieje wyraz srodkowy (oznaczamy go C -
centralny). W przeciwnym razie istniejg dwa wyrazy przysrodkowe (oznaczamy je Cy i Cy).

e W procesie podpisywania liczb postepu pod soba w odwroconej kolejnosci w przypadku nieparzystej liczby kamieni
wyraz srodkowy wypada pod sobg. To znaczy, ze a+z = c+c. W przypadku parzystej liczby kamieni ¢, wypada pod c;,
czyli a+z = ¢y +c,.

e Dla postepow o wyrazach catkowitych jesli r jest parzyste, nie zmienia si¢ parzystos¢ wyrazow, a gdy jest nieparzyste,
parzysto$¢ wyrazow zmienia si¢ na przemian. Obejrze¢ na przyktadach.

UWAGI

1. Czas trwania wyktadu z ¢wiczeniami: 45-60 min. Czas pisania zadan 60 min.

2. Termin konkursu szkolnego:19 XI. Termin odestania wynikéw: 26 XI.

3. Wyniki w pliku .xls pisane minuskulg. Trzy kolumny: imi¢/nazwisko/wynik. Nazwa szkoty tylko w nagtéwku.

4. Zad. 1-17 - kazdy podpunkt oceniamy zero-jedynkowo (4 punkty za zadanie). Zad. 18 - 1 pkt, Zad. 19-20 - 2 pkt (po 1
pkt za kazdg odpowiedz).

KLUCZ

Zad. 1. TNTT Zad. 13. 7n, 214, 30,0
Zad.2. NTNN Zad. 14.-2,-1,0,1, 2
Zad.3. TTNT nie ma

Zad. 4. TNTN nie ma

Zad. 5. TTNT -5,-3,-1,1,3,5
Zad.6. TNTT Zad. 15.-3,-1,1,3,5
Zad. 7. NTTT -1,0,1,2,3
Zad.8. NTTN -4,-2,0,2,4,6
Zad.9. NTNN -9,-5,-1,3,7, 11
Zad.10.TNTN Zad. 16. 1230, (n+5)(n-4)/2, (3n+4)(3n-2),
Zad. 11.NTTN (100n+60)(5n+3)

Zad. 12.TNTT Zad. 17. 3, niema, 6, 8

Zad.18.7
Zad. 19. 20°, 60°, 100° oraz 30°, 60°, 90°
Zad. 20. a=1i1/3, r=1/3



KONKURS MATEMATYCZNY KO-MA 2012
ELIMINACJE SZKOLNE GIMNAZJUM

Imig i nazwisko: o

W zadaniach 1-12 zaznacz prawidlowa odpowiedz.

Zad. 1. Czy podane liczby tworza postep arytmetyczny?

a)2,4,6,8,...,2000012 TAK / NIE
b)3, 5 7,9,...,10024  TAK / NIE
c)3,9,15,21,...,20025 TAK / NIE
d) £14,22,..103 TAK / NIE

Zad. 2. Czy suma 1+5+9+13+17+...+117:

a) ma 29 sktadnikow TAK / NIE
b) jest rowna 1770 TAK / NIE
c) jest rowna 1771 TAK / NIE

d) jest o 30 mniejsza od TAK / NIE
4+8+12+16+20+...+120

Zad. 3. Wiadomo, ze liczby X, Y, z, g tworza postep
arytmetyczny. Czy taki postep tworza tez liczby:

a) X+7, y+7, z+7, q+7 TAK / NIE

b) 7-x, 7y, 7.2, 7-q TAK / NIE
c) X%, y%, 7, ¢ TAK / NIE
d) x+y, y+y, z+y, gty TAK / NIE

Zad. 4. Czy podane sumy sg obliczone poprawnie?
2,5 8 23 _ . .2
a);+;+?+...+?—l4? TAK / NIE

b)2+2+84  +2=374 TAK / NIE

= =

C) 1+2+4+5+7+8+...431=331 TAK / NIE
d) 1-2+3—4+5—...+77=0 TAK / NIE

Zad. 5. Czy istnieje postep arytmetyczny zaczynajacy sie
od 1, kenczacy na 10 i 0 jednym z wyrazow rownym

a)5 TAK / NIE
b) 3,14 TAK / NIE
c) 1355/113 TAK / NIE
d) 4 TAK / NIE

Zad. 6. Czy istnieje 5-wyrazowy postep arytmetyczny o
wyrazach calkowitych dodatnich, ktory ma

a) 5 wyrazow nieparzystych TAK / NIE
b) 4 wyrazy nieparzyste i 1 parzysty TAK / NIE
c) 3 wyrazy nieparzyste i 2 parzyste TAK / NIE

d) 2 wyrazy nieparzyste i 3 parzyste TAK / NIE

Zad. 7. Suma dwucyfrowych liczb nieparzystych jest

a) parzysta TAK / NIE
b) wigksza od 1500 TAK / NIE
c) podzielna przez 5 TAK / NIE

d) wieksza od sumy dwu- TAK / NIE
cyfrowych liczb parzystych

Zad. 8. Czy w dowolnym 10-wyrazowym postepie
arytmetycznym zachodzi réwnos¢:

a) a;tajo = aztay TAK / NIE
b) as+tag = 2as TAK / NIE
C) axtag = astag TAK / NIE
d) az+ag = 2as TAK / NIE

Zad. 9. Czy 1+3+5+---+n dzieli si¢ przez 3 dla:

a) n = 2007 TAK / NIE
b) n = 2009 TAK / NIE
c)n=2011 TAK / NIE
d) n=2013 TAK / NIE

Zad. 10. Suma postepu n-wyrazowego o wyrazach
calkowitych jest podzielna przez n. Czy to jest prawda dla

a) n=2009 TAK / NIE
b) n=2010 TAK / NIE
c) n=2011 TAK / NIE

d) n=2012 TAK / NIE



Zad. 11. W postepie arytmetycznym pierwszy wyraz jest
réwny 1, a n-ty jest réwny 21. Czy wszystkie wyrazy sa
calkowite, jezeli:

a) n=4 TAK / NIE
b) n=5 TAK / NIE
c) n=6 TAK / NIE
d) n=7 TAK / NIE

12. Czy istnieje 17-wyrazowy postep arytmetyczny, w
ktérym liczba wyrazéw calkowitych wynosi:

a) 6 TAK / NIE
b) 7 TAK / NIE
c)8 TAK / NIE
d) 9 TAK / NIE

W zadaniach 13-20 podaj krotka odpowiedz w kazdym przykladzie.

Zad. 13. Ile jest liczb w tym postepie arytmetycznym?
a)1,2,3,4,....,7n
b) 18, 20, 22, 24, ..., 444

c) dwucyfrowe podzielne przez 3

d) odwrotnosci liczb naturalnych

Zad. 14. Podaj przyklad postepu arytmetycznego o sumie
wyrazow réwnej zero oraz:

a) o 5 wyrazach, w tym jednym rownym 0

Zad. 15. Podaj przyklad postepu, ktory ma:

a) 5 wyrazéw, sume 5 i jeden wyraz rowny 5

Zad. 16. Oblicz sume liczb w postepie arytmetycznym.

a) -17-13-9...499 =

b) 5+6+7+...+n =

C) 7+9+11+13+...+(6Nn+1)=

d) 5+15425+435+.. . +(100n+55)=  .......ooeiiii,
Zad. 17. W n-wyrazowym postepie arytmetycznym o
sumie réwnej n, k-ty wyraz jest rowny 1. Dla danego n
podaj takie k, aby to bylo prawdziwe.

a) n=5, k=

b) n=8, k=

c)n=11, k=

d) =15, K= e
Zad. 18. Liczby 2, x-3, 8 sa w podanej kolejnosci
pierwszym, drugim i czwartym wyrazem postepu
arytmetycznego. Oblicz x.

Zad. 19. W pewnym trojkacie jeden z katow jest trzy razy
wiekszy od drugiego, a miary wszystkich katéw tego
tréjkata tworza postep arytmetyczny. Jakie sa miary tych
katow?

Zad. 20. Tle wynoszg a i r w postepie arytmetycznym, w
ktorym wyraz piaty i trzynasty daja w sumie 8, a
podwojenie ésmego jest o 3 wigksze od wyrazu
dziesiatego?



