KONKURS MATEMATYCZNY - KOMA 2013
SZKOLY PONADGIMNAZJALNE - ELIMINACJE SZKOLNE
ROZKEAD NORMALNY - KONSPEKT WYKLADU

1) Eksperyment statystyczny i probabilistyczny

2) Co to jest rozktad prawdopodobienstwa? Przyktady rozktadow dyskretnych i ciagtych

3) Okreslenie rozktadu normalnego, parametry rozkladu, przyktady

4) Standardowy rozktad normalny, tablice

5) Standaryzacja innych rozktadéw

6) Zastosowania rozktadu normalnego

Ad 1

e Statystyka to praktyka — opisuje wyniki doswiadczen. Probabilistyka to teoria — wyjasnia, dlaczego wyniki praktycznych
doswiadczen sa wlasnie takie, jak obserwujemy.

e Eksperyment statystyczny odbywa si¢ w praktyce. Powtarzamy go i otrzymujemy zestaw wynikow oraz czgstosci ich
wystepowania. Mozemy obliczy¢ wynik $redni, najczestszy, wskaza¢ wynik srodkowy, obliczy¢ $redni rozrzut od
$redniego itp.

o Eksperyment probabilistyczny to opis teoretyczny. Okre$lamy w nim teoretyczny rozktad prawdopodobienstw i
obliczamy warto$¢ oczekiwang (najbardziej prawdopodobnag) i . Dalej zajmujemy si¢ wiasnie teoria.

Ad 2

e W eksperymencie probabilistycznym kazdy wynik ma okreslone, zawsze to samo prawdopodobienstwo zajscia. Suma
tych prawdopodobienstw dla wszystkich mozliwych wynikoéw musi da¢ 1. Wtedy mamy do czynienia z dobrze
okreslonym rozktadem prawdopodobienstw.

e Przyktady. W rzucie moneta mamy rozktad jednostajny, tzn. wszystkie wyniki maja takie same prawdopodobienstwa:
a) {P(X=0)=",, P(X=R)="/,}, b) w rzucie kostka moze by¢ rozktad niejednostajny, np. {P(X=3k)="5 P(X=3k)=?}.

e X nazywamy zmienna losowa, a X — wynikiem do$wiadczenia probabilistycznego.

e Dyskretny rozktad prawdopodobienistw tzn. taki, w ktorym liczba mozliwych wynikow jest skonczona lub przeliczalna,
zapisujemy zazwyczaj w postaci tabelki, wzoru funkcji lub wykresu stupkowego.

a) skonczony rozktad symetryczny

X 2 3 4 5 6 7 8 X —1
P(X=x) | 1/16 | 2/16 | 3/16 | 4/16 | 3/16 | 2/16 | 1/16 ——, forx=2,3,4,5
f(x) = P(X =x) =
. . 9-Xx
+ naszkicowaé wykres forx=6.7.8
+ sprawdzi¢, czy to rzeczywiscie rozktad p-stwa 16 ' Y

b) skoficzony rozktad niesymetryczny — np. dwumianowy
X — liczba sukceséw w h niezaleznych probach konczacych sie sukcesem lub porazka, x=0, 1,2, ..., n.
p — prawdopodobienstwo sukcesu

n
f(x) = P(X:x) = (X] pX (1_ p)n—x
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c) przeliczalny rozktad niesymetryczny — np. geometryczny
X — liczba niezaleznych prob (konczacych sig sukcesem lub porazka) do uzyskania pierwszego sukcesu, x=1, 2, 3, ...
p — prawdopodobienstwo sukcesu

fx) =P(X=x)= (1—- p)**p
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d) przeliczalny rozktad czasem zblizony do symetrycznego — np. Poissona
Zdarzenia losowo rozmieszczone w pewnym przedziale (np. skazy na precie dtugoséci 1 m, przejazdy pociagu w 1 min).
X —liczba zdarzen w danym przedziale, x =0, 1,2, 3, ...
A — $rednia liczba zdarzen w danym przedziale
X

f(x) =P(X=x)= " A
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Dla duzej $redniej liczby zdarzen wykres staje si¢ symetryczny i przypomina rozktad dwumianowy z p=1/2.

2

W kilku przyktadach sprawdzié, czy to sg rzeczywiscie rozktady prawdopodobienstw i obliczy¢ z rozktadow wielkosci
typu: P(X<2), P(X>3), P(1<X<5) itp.

Obliczanie wartosci prawdopodobienstw dla rozktadu dwumianowego i Poissona jest dos¢ zmudne, dlatego wartosci te
zebrano w tablicach dla wielu wartoéci n i réznych parametréw p lub 4. Czesto sa one wbudowane do kalkulatorow lub
arkuszy kalkulacyjnych.

e Rozklady moga by¢ tez ciagle, tzn. takie, ktorych wynikiem moze by¢ kazda liczba rzeczywista lub liczba rzeczywista z
danego przedziatu. Wynikow jest wtedy nieprzeliczalnie wiele i ich prawdopodobienstw tez. Ale nadal musza sumowac
si¢ do jedynki. Odpada reprezentacja w formie tabelki. Pozostaje wzor i wykres. Ale jak zsumowac tyle liczb? Jest to
suma dtugosci wszystkich pionowych kresek wystawionych pod wykresem funkcji, czyli pole pod tym wykresem. Z
fizyki wiadomo, ze mierzy je calka.

X — zmienna losowa przyjmujaca wartosci z przedziatu [a, b].
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Jesli jf (X)dx =1, to f jest rozktadem p-stwa. P(X<t) = If (x)dx P(x, <X <x,)= Jf (x)dx
a a X
e Przyktady. W przyktadach a-c zmienna przyjmuje warto$¢ z danego przedziatu, a w d) dowolna.
a) rozktad jednostajny (prostokatny) b) rozktad liniowy
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W przyktadach a-c mozna sprawdzi¢, czy to sa rzeczywiscie rozktady prawdopodobienstw. W d trzeba by umie¢ oblicza¢
catki (a tego robi¢ nie bgdziemy) lub posiadac tablice rozktadu wyktadniczego.

e Uwaga. W rozktadach ciagtych f(X) nie oznacza juz P(X=x). Gdyby tak bylo, to np. na przedziale [0, 2] warto$ci z dwdch
punktéw dawatyby jedynke. Prawdopodobienstwo przyjecia przez zmienna konkretnej wartos$ci jest rowne zero (bo pole
pod pojedynczym punktem jest zero).



Ad 3

e Rozktad normalny jest najwazniejszym ciaglym rozkladem w statystyce, gdyz bardzo duzo wielkosci, jakie mierzy sig
lub obserwuje w naukach przyrodniczych i spotecznych, podlega temu wtasnie rozktadowi (wysoko$é, masa, wiek,
wyniki IQ, wyniki egzaminow itp.).

e Funkcja opisujaca rozktad normalny jest dos¢ skomplikowana. Jest symetryczna i ma ksztatt dzwonu (zwany tez krzywa
Gaussa), ktorego detale zaleza od dwdch parametrow: y - najbardziej prawdopodobna warto$¢, o= mierzy skupienie
wynikow wokot wartosci u (ok. 60% wynikow lezy w odlegtosci o, 95% w odlegtosci 20, a 98,5% w odleglosci 3o
Funkcja rozktadu prawdopodobienstw jest okreslona na R, ale w praktyce uzywa si¢ zakresu 6 o. Analiza rysunku z
przyktadami dla ré6znych parametrow.
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t

-0 u wra f(x)=P(X=t)= Le*(xw)zlzcrz ; F(X)=P(X<t)= J.Le—(x—y)Z/Zo-z dt
ov2n o2
e Obliczanie calki z tej funkcji jest skomplikowane, dlatego wartosci tej catki tablicuje sig. Robi sig to tylko dla jednej
pary parametrow £=0 i 0=1 — piszemy N(0,1). A co z innymi rozktadami normalnymi?
e Przyklady.
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Ad 4
. Standardowy rozktad normalny oznaczamy ¢ (mate fi). Ma parametry (0, 1).
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e Obliczajac rozne calki (fragmenty pola pod wykresem), mozemy okres$lac¢ rozne prawdopodobienstwa.

/I\\/K/M/K

P(Z<a) = di(a) P(Z> a) = cD(a) P(Z>a) = 1 cD(a) P(Z<- a) 1 @ (a)

e W tablicach standardowego rozktadu normalnego podaje si¢ @(z) dla z>0. Dla z<0 korzysta si¢ z symetrii wykresu, tzn.
<,15(z) =1- &(-2).

e Cwiczenia w korzystaniu z tablic w obie strony, tzn. podajemy rézne z i znajdujemy P(Z<z), lub podajemy to
prawdopodobienstwo i znajdujemy wiasciwe z, np. znajdz P(2<2,173), P(2>2,173), P(Z<-2,173), P(2>-2,173) oraz
koniunkcje i alternatywy takich warunkow.

Ad 5
o Jedli dany jest rozktad normalny z innymi parametrami, musimy go wystandaryzowa¢ (idea jest podobna jak ze wzorem
na zamiang podstawy logarytmu), tzn. znalez¢ taka warto$¢ z (lub P) dla rozktadu standardowego, ktora odpowiada tej

samej warto$ci P ( lub z). Jesli X ma rozktad N(x, o) to nowa zmienna losowa Z= £ ma rozktad N(0, 1). Dzieki

(o2
temu kazdy rozwazany warunek na X mozemy przeksztatci¢ w rOwnowazny mu warunek na Z.
e Przykiad. a) Dla zmiennej X o rozktadzie N (300, 5) szukamy P (X>305).

(X —300 305-300 )
P (X>305)= P >

=P(Z>1), a to juz czytamy z tablic: 1-@(1) = 1-0,8413 = 0,1587.



b) Dla zmiennej X o rozktadzie N (50, V8) szukamy P (46<X<49).
52-50 - X =50 - 55-50
J8 J8 8
¢) Gdy znany prawdopodobiefnstwo, mozna oblicza¢ nieznane parametry rozktadu, np. dlugo$¢ produkowanych w zakladzie

szyn ma rozklad normalny o nieznanej $redniej i odchyleniu 6 cm. Wiadomo, ze 4,78% szyn ma dtugo$¢ wigksza od 82 cm.
Jaka jest typowa dlugo$é¢ szyny?

P (X>82)= P( X g” > 82(;”): P(Z > &T_”) =1- @(&T_ﬂj =0,0478, czyli @(%j =0,9522. Z tablic

P (52<X<55)= P( J =P (0,707<Z<1,768) = &(1,768)-®(0,707) = 0,9615-0,7601=0,2014.

2-pu

8
widzimy, ze &(1,667)=0,9522, czyli =1,667, a stad u=72 cm.

Ad 6

e Jesli X ma rozktad dwumianowy Bin(n, p), to dla duzych n (>10) i p niezbyt skrajnych (niezbyt bliskich 0 lub 1) mozna
traktowa¢ X jakby miata rozktad normalny N(np, V(npg)).

e Jesli X ma rozktad Poissona Po()), to dla duzych n (>20) mozna traktowa¢ X jakby miata rozktad normalny N(4, V.2).

e Uwaga. Jesli rozktad dyskretny przyblizamy rozktadem ciagtym, musimy wzia¢ poprawke na to, ze stupki histogramu
wystaja po pot jednostki w kazda strong od wartosci X (tam jest bowiem $rodek stupka). Zatem dla zmiennej X o
rozktadzie dwumianowym i jej przyblizenia Y o rozktadzie normalnym mamy: P(4<X<7)=P(3,5<Y<7,5).
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UWAGI

1. Czas trwania wyktadu z ¢wiczeniami: 60-90 min. Czas pisania zadaf 60 min.

2. Uczniowie powinni mie¢ kalkulator prosty.

3. Termin konkursu szkolnego:26 XI. Termin odestania wynikoéw: 2 XII.

4. Wyniki uporzadkowane malejaco w pliku .xls pisane minuskuta. Trzy kolumny: imi¢/nazwisko/wynik. Nazwa szkoty
tylko w nagtowku.

4. Zad. 1-11 - kazdy podpunkt oceniamy zero-jedynkowo (4 punkty za zadanie). Zad. 12, 14,15, po 1 pkt za zadanie, zad.
13, 16 i 18 po 2 pkt. Za zadanie, zad. 17 — 3 pkt za zadanie. Za btedy wynikajace z zastosowania symetrii kazemy tylko raz
(czyli mozna przyznaé¢ punkt za btedng odpowiedz w zadaniu z podpunktami, jesli jest konsekwencja btedu we
wezesniejszym podpunkcie).

KLUCZ

Zad.1. TNTN Zad. 12. 2/3

Zad.2. TTTN Zad. 13. rys odcinek taczacy (0,0) z (4, 0.5); 21/64
Zad.3. TNTT Zad. 14. tak, 2

Zad. 4. TNTT Zad. 15. 107,38

Zad.5. 0,35;0,68;1; 0,12 Zad. 16.°0,733; 0,732

Zad. 6. 1/3; 1/9; 5/9; 5/9 Zad. 17. 0,0158; 0,8487; 0,0158

Zad. 7. 0.91621; 0,08534; 0,08534; 0.91621 Zad. 18. 0,75804; 246315

Zad. 8. 0,27035; 0,27035; 0.56424; 0.56424

Zad.9. 0,3;-0,78,0,5; 0,28

Zad. 10. %; %; 0; 0,03593
Zad. 11. 2,58, 228, 0
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ELIMINACJE PONADGIMNAZJALNE szkota: .. ...

Imie i nazwisko: KIASA: .vevevveeciieecciec e,

W zadaniach 1-4 zaznacz prawidlowa odpowiedz.

Zad. 1. Czy to jest rozklad prawdopodobienstwa?

W zadaniach 5-11 daj odpowiedz w kazdym przykladzie.

Zad. 5. Oblicz prawdopodobienstwa, jesli X spelnia:

a) {P(X=1)=0,1, P(X=2)=0,6, P(X=3)=0,3} X 1 2 3 4 5

TAK / NIE P(X<x) 0.2 0.32 0.67 0.9 1
b)_ X 1 2 3 4 5 APX=3) e,
P(X=x) 0,2 0,12 0,35 0,35 0,1
TAK / NIE b) P(X>2)
c) X 1 2 3 4 5 C) P(X<B)
P(X<x) 0,2 0,32 0,67 09 1 P(1<X<
TAK / NIE d) P( 3)
X Zad 6. Dla zmiennej losowej X przyjmujacej wartosci 1, 2,
d) P(X=X) = }(ﬁj dla xeN TAK / NIE  13funkcja F(x)= x/9 okresla P(X<x). Oblicz:
2\5) "
a) P(X=2)
Zad. 2. X ma rozklad jednostajny na przedziale [0, 2].
Czy to prawda, ze: b) P(X<2)
a) P(X>2/3) = 2/3 TAK / NIE C)P(X>2)
b) P(0,5<X<3) =% TAK / NIE d)P(X=3)
¢) prawdopodobienstwa, ze wynik lezy ~ TAK / NIE Zad. 7. Dla Z o rozkladzie N(0, 1) oblicz:

w przedziale [0,2; 0,3] 1 [1,7; 1,8] sa rowne.
d) prawdopodobienistwo, ze pole TAK / NIE
kwadratu o boku X jest wieksze od 3 przekracza 0,2.

a) P(2<1,377)

b) P(Z>1,377)

Zad. 3. Czy te calki sa poprawnie obliczone?

2 ) P(Z<-1,377) oo
a) [%dx=1 TAK / NIE

5 @) PZ>1,377) oo,

7
b) J'0,25dx:1 TAK / NIE  Zad. 8. Dla Z o rozkladzie N(0, 1) oblicz:

2

g (_a a) P(0,377<Z<1,377)  teveoeeeeeeeeeee
¢) [——dt= dla a<t<b TAK / NIE

2b- b- b) P(-0,377<Z<1,377)

0 1

1 iz

d) Iﬁe dz=2 TAK [ NIE ) P(-1377<Z<0377)  wooooooeoooeo

d) P(Z>-0,377 Iub Z>1,377) wovveoeeeeeeeee
Zad. 4. X ma rozklad N(g, o). Czy to prawda, ze:

a) Wykres P(X=x) jest symetryczny TAK / NIE Zad. 9. Dla Z o rozkladzie N(0, 1) znajdz a, wiedzac Ze:
wzgledem prostej x=p
b) zeby wystandaryzowaé X TAK / NIE a) P(Z>a)=0,3802 ...,
dzielimy X przez o i odejmujemy u

b) P(Z>a)=0,7818 ...,
C) maksymalna warto$¢ P(X=x) TAK / NIE

wynosi */(cV(27)) c) P(]Z|<a)=0,3802

d) wykres P(X=x) ma 2 punkty przegiecia TAK / NIE d) P(jz|>a)=0,7818



Zad. 10. Wiedzac, ze zmienna X ma rozktad N(300, 5), Zad. 11. Janek mleczarz codziennie dostarcza mleko

znajdz prawdopodobienstwa: mieszkancom ulicy Wspoélnej. Czas, jaki mu to zabiera,
ma rozklad normalny ze §rednig 12 minut i odchyleniem

8) P(X>300) oo 2 minut. Oszacuj liczbe dni w roku kiedy zajmuje to:

B) P(X<300)  eeeeeeeeeeeee e, a) wigcej niz 17 minut ...

Q) P(X>320) e b) mniej niz 10 minut...................

d) P(X<291) e, C)migdzy 9al3minut ...l

d) doktadnie 15 minut ...l

W zadaniach 12-20 podaj krotka odpowiedz do kazdego zadania.

Zad. 15. Wiedzac, ze X ma rozklad N(100, 6) i P(X>a) =
Zad. 12. Na rysunku 0,1093, znajdz a.
przedstawiono ciagly rozklad |

prawdopodobienstwa. Ile wynosi

A?
Zad. 16. Jakie jest prawdopodobienstwo otrzymania
......................................................... migdzy 4 a 7 orlow (wlacznie z 4 i 7) przy 12 rzutach
moneta? Uzyj:
Zad. 13. Naszkicuj wykres rozkladu liniowego na a) rozkladu dwumianowego,
przedziale [0, 4] i oblicz P(1<X<2.5). b) aproksymacji rozkladem normalnym

Zad. 17. W worku zmieszano ziarno jeczmienia i
pszenicy, z czego 35% stanowi jeczmien. Pobrano probke
400 ziaren. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze ziaren
jeczmienia bedzie w niej:

a) mniej niz 120

b) miedzy 120 a 150

¢) ponad 160

Zad. 18. W regionie dolnoslaskim mieszka 289.500
mlodych ludzi (wiek 14-25 lat). Zbadano, ze wydatki tych
0s6b na pisma mlodziezowe w ciagu miesigca podlegaja
Zad. 14. Dana jest funkcja rozkladowi normalnemu ze $rednia 15,40 zl i odchyleniem
standardowym 2,30 zl Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
wydatKi te nie przekrocza 17 zI? Ilu mlodych ludzi
f(x) =13 (@4-x)da2<x<4. przeznacza na pisma mlodziezowe ponad 13 zI?

0dla pozostalyd x

%XdlaOSXSZ

Czy to jest rozklad prawdopodobienstwa? Jesli tak,
Otl‘Zymanie jakiej wartoéci X jest najbardziej ---------------------------------------------------------
prawdopodobne?



