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Mecz 1 (licea, runda eliminacyjna)

10.

Adam i Dominik chcg dostaé sie z Grogrodu do Polipolis Slaskiego. Odlegtosé miedzy tymi miastami to 40 km.
Maja jeden rower, na ktéorym moze jecha¢ tylko jedna osoba. Adam chodzi z predkoscia 4 km/h, a jezdzi na
rowerze z predkoscig 30 km/h. Dla Dominika predkosci te to odpowiednio 6 km/h i 20 km/h. Rower mozna
zostawi¢ na trasie, ale Adam i Dominik nie lubig komplikacji, wigc mozna to zrobi¢ tylko raz, pomijamy czas
wsiadania i zsiadania. W jakim czasie najszybciej obydwaj koledzy moga sie znalezé¢ w Polipolis?

Na ile sposobéw mozna rozdaé¢ 7 identycznych nagréd czterem rozréznialnym laureatom Dolnoslaskiego Meczu
Matematycznego (nie kazdy musi dosta¢ nagrode)?

Znajdz wszystkie funkcje f: (0,00) — (0, 00) spelniajace rownanie:

1
Dozorca latarni morskiej w Niechorzu numeruje schody prowadzace na platforme widokowsa, naklejajac cyfry na
stopnie. Niestety w jego zestawie naklejek brakuje cyfr 5 1 7. Jesli podczas numerowania natrafia na liczbe
zawierajaca w swoim zapisie cyfre 5 lub 7, to wowczas numeruje stopieri najmniejsza liczba wieksza od niej
niezawierajaca w zapisie piatki ani siodemki. Na szczyt prowadzi 210 schodow. Ile naklejek w ksztalcie cyfry 2
zuzyje do oznaczenia schodow?

Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Dwusieczne katow <BAC,<ABC i <ACB przecinaja boki BC, AC i AB
odpowiednio w punktach: D, E i F. Niech w bedzie okregiem opisanym na trojkacie DEF i O bedzie srodkiem
w. Dodatkowo niech G bedzie punktem przeciecia dwusiecznej kata <BAC' i okregu w réoznym od D. Wykaz, ze

<EDO +90° = <EGA.

Ktora z liczb jest wigksza: 22019 .2019! czy 202029207

Wiedzac, ze ABCDEF jest szeSciokatem foremnym o boku 1, oblicz pole szarego obszaru.
Uwaga: $rodki okregow, ktorych tuki pokazano na rysunku, znajdujg sie w punktach A, B oraz D.

F E

Majac dany trojkat, skonstruuj (za pomoca cyrkla i linijki bez podziatki) kwadrat o takim samym polu.
Udowodnij, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 3, reszta z dzielenia p? przez 24 wynosi 1.
Znajdz liczbe naturalnych rozwiazan réwnania

PPk = km

w zaleznosci od liczby pierwszej p.
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10.

Wykaz, ze dla liczb rzeczywistych a,b € [0,1] prawdziwa jest nieréwnosc:

Va(l —b)++/b(1 —a) <1
Dany jest réwnolegtobok ABCD taki, ze <DAB < <ABC'i |AD| < %|AB\. Niech h bedzie wysokoscia tego
rownolegloboku opuszczong na bok AB. Niech E bedzie $rodkiem boku AB a k - prosta prostopadla do AB
przechodzaca przez E. Niech F bedzie punktem przeciecia przekatnej DB i prostej k. Pokaz, ze |EF| > %h

Dawid gra w nastepujaca gre: rzuca trzema dwunastosciennymi kostkami i oblicza sume wyrzuconych oczek.
Wygrywa, jesli ta suma dzieli sie przez 3 oraz nie ma wsrod tych trzech kostek dwoch z takim samym wynikiem.
Jakie jest prawdopodobienstwo wygranej Dawida?

Niech a bedzie liczbg calkowits. Dla jakich wartosci a wielomian 22 + 3az? 4+ 2ax + a ma pierwiastek wymierny?

Liczba fajna nazwiemy liczbe, ktorej cyfry w zapisie pozycyjnym o podstawie 26 uporzadkowane sa monotonicznie
(niemalejaco badz nierosnaco), oraz zadna z nich nie jest jedynka. Ile jest liczb fajnych, ktorych iloczyn cyfr
w zapisie pozycyjnym o podstawie 26 wynosi 101257 (Wszystkie liczby w tresci zadania zapisane sq w systemie
dziesietnym,)

Czy istnieje funkcja g : Ng — Ny taka, ze g(mn) = g(m) + g(n) + 3g(n)g(m) oraz g(0) # 07
Uwaga: Ny oznacza zbior liczb naturalnych wraz z zerem.

Czy istnieje ostrostup prawidlowy szesciokatny, w ktérym wszystkie krawedzie maja te sama dlugosé?

W kazde pole szachownicy o wymiarach 2019 x 2019 wpisano jedna z liczb 1, 2 i 3 w taki spos6b, ze w kazdym
pionowym lub poziomym prostokacie o wymiarach 1 x 3 albo znajduja si¢ 3 takie same, albo 3 rézne liczby. Na
ile sposobéw mozna tak ponumerowaé pola szachownicy?

W Grafii Abstrakckiej celem usprawnienia pracy wprowadzono nastepujace prawo: tydzien ma tam 8 dni, z czego
3 ostatnie sa wolne od pracy, ponadto nie wystepuja tam $wieta wolne od pracy. Dodatkowo pierwszy dzien
roku zawsze jest pierwszym dniem tygodnia (na koniec roku moze pojawi¢ sie niepelny tydzierl). Mieszkajacy
tam Harmoniusz zarabia 330€ za dzien spedzony w pracy, a na zycie wydaje codziennie 140€. Chcialby on raz
wyjechaé¢ na urlop w gory w roku 2020. Dzienn w gorach kosztuje go 870€. Na ile najwyzej dni moze wyjecha¢?
Uwaga: Harmoniusz moze wzigé darmowqg pozyczke na dowolng kwote, ale musi jq splaci¢ do korica roku, a
wyplata/zaptata rachunkéw odbywa sie przed koricem konkretnego dnia.

Pokaz, ze dla dowolnej liczby 8 € (0, §) zachodzi 1 — tgB + tg*8 —tg*B + ... = %
4
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10.

W magicznych szachach Martynki sa szesciokatne pola, a jedna z figur jest jednorozec. Jednorozec porusza sie
wedlug nastepujacego schematu: najpierw skacze nad sasiednim polem (1), a nastepnie laduje na jednym z dwoch
pol sasiadujacych z polem 1 (2 lub 2), takim zZe wspomniane trzy pola nie leza w linii prostej i koricowe pole nie
sasiaduje z jego pierwotnym polem (patrz rysunek). Czy po planszy do tej gry (zaprezentowanej na tym samym
rysunku) zaczynajac od dowolnego pola da sie przej$¢ jednorozcem w taki sposob, aby odwiedzil on kazde pole
doktadnie raz? (Pole 1 nie jest odwiedzone w przyktadowym ruchu).

| |E

R
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Przyktadowe rozmieszczenie workow

chroniace cenne zadanie.

TRAGEDIA!! Mateuszowi zepsut sie kran w tazience i nieustannie cieknie. Postanowit on zabarykadowaé niektore
pokoje workami z piaskiem, tak zeby woda nie dotarta do jego biurka, na ktérym trzyma drogocenne rozwiazanie
zadania z matematyki. Mieszkanie Mateusza ma plan kwadratu podzielonego na 9 kwadratowych pokoi (patrz
rys.), z ktorych kazdy taczy sie doktadnie z pokojami, z ktorymi sasiaduje §ciana, a woda rozlewa sie do wszystkich
sasiadujacych pokoi. FLazienka i pokdj z biurkiem znajduja sie w przeciwleglych rogach mieszkania. Ile jest
mozliwych ustawieri workéw, w ktorych pokdj nie zostaje zalany (Mateusz nie chece obklada¢ workami zalanej juz
tazienki ani potrzebnego mu pokoju biurowego)?

Niech x bedzie liczba rzeczywista wieksza od 2. Pokaz, ze % >z
Pokaz, ze dla z catkowitych wielomian W (z) = 2% — 522 + 92 — 5 nie przyjmuje wartosci bedacych liczbami
pierwszymi.

Niech m(n) dla liczby naturalnej n oznacza iloczyn jej niezerowych cyfr. Oblicz w(1) + 7(2) 4+ - - - + 7(998).

Przedsiebiorca Janusz chce postawié fabryke Calko-Coli, ktorej proces produkeyjny wyglada nastepujaco: najpierw
trzeba wydoby¢ wode gruntowa, nastepnie ja oczyscié, rozmieszaé z koncentratem i ostatecznie dodaé¢ barwniki.
Pan Janusz ma do dyspozycji 1155 m? gruntu. Na kazdym metrze kwadratowym w godzine jesteSmy w stanie
wydoby¢ 10 1 wody gruntowej albo oczyscié¢ 5 1 wody, albo rozmieszaé¢ 3 1 wody z koncentratem (uzyskujac 4 1
prawie-coli), albo dodaé¢ barwniki do 6 1 prawie-coli (objetosé barwnikow jest pomijalna). Jaka najwiekszg ilosé
Catko-Coli Pan Janusz moze wytworzy¢ w godzine?

Uwaga: na kazdy z etapow produkcji mozna przeznaczyé dowolng ilosé powierzchni, takze niecatkowitq.

Majac dany wielokat wypukly w, skonstruuj za pomoca cyrkla i linijki bez podzialtki (lub udowodnij, ze jest to
mozliwe, jesli nie masz ich pod reka) prosta, ktora dzieli wielokat w na dwa wielokaty o rownych obwodach.

Ze zbioru n kul ponumerowanych od 1 do n (kazda kula oznaczona jednym numerem) losujemy kolejno bez
zwracania dwie kule. Numery wylosowanych kul tworza pare uporzadkowana (a,b). Dla jakich wartosci n praw-
dopodobieristwo wylosowania pary liczb spelniajacych warunek |a — b| = 2 jest wigksze od %?

Dany jest trojkat ABC'. Niech D bedzie punktem przeciecia dwusiecznej kata <ABC' i $srodkowej poprowadzonej
z punktu A. Majac dane dhugosci odcinkéw AB i BC, oblicz stosunek pdl trojkatow ABC i DBC.

Dane sa dwa nieskoiiczone niemalejace ciagi arytmetyczne a1, asg, as, ... 1 by, ba, bs, ... sktadajace sie z liczb calko-
witych dodatnich. Ciagi te posiadaja nastepujaca wlasnosé: dla kazdego n doktadnie jedna z liczb a,, i b, jest
liczba pierwsza. Pokaz, ze co najmniej jeden z tych ciagéw ma réznice rowna 0.



