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KONKURS MATEMATYCZNY - KOMA 2014
GIMNAZIJA, LICEA — ELIMINACIJE SZKOLNE
MACIERZE — KONSPEKT WYKLADU
1) Definicja i terminologia (macierz, wiersz, kolumna, element, rozmiar, macierz kwadratowa, zerowa, jednostkowa,
kolumnowa, przekatna gtéwna, antyprzekatna, macierze réwne)

2) Przyktady zastosowan
3) Dziatania i ich wtasnosci (dodawanie, mnozenie przez liczbe, mnozenie)
4) Wyznacznik, macierz odwrotna
5) Zastosowania macierzy w dziataniach
Ad 1. Uczymy sie dziatan na liczbach i wykorzystujemy to w réznych celach. Podobnie uczymy sie dziatan na catych tablicach
liczb i to tez znajduje liczne zastosowania, zwtaszcza w dobie komputeréw. Macierz (matrix) to wtasnie prostokatna tablica
liczbowa. Wypetniajg jg elementy ustawione w wiersze i kolumny. Liczba wierszy i kolumn (w tej kolejnosci) okresla rozmiar
macierzy. Przyktady:

[ 4 3] rozmiar 3x2 (notacja As,) [0 1 —8]rozmiar2x3 | 2 | macierz kolumnowa [8 -16 21]macierz wierszowa
-9 1/2 2.0 0 V3
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Macierz kolumnowa — zastosowanie do zapisu wektorow, wierszowa — do zapisu wspoétrzednych punktow.

0 0| macierz zerowa Osy,...[2 3] macierz kwadratowa rozmiar nxn |1 0 0| macierz jednostkowa /5,3
00 7 -1 010

10 0 001

W macierzy jednostkowej jedynki na gtéwnej przekatnej. Macierze réwne majg ten sam rozmiar i te same elementy na
odpowiednich pozycjach (a;). Wskazywanie elementéw, okredlanie rozmiaréw - ¢wiczenia.

Ad 2. Macierze wprowadzit brytyjski matematyk Arthur Cayley w 1857 roku, badajgc przeksztatcenia liniowe, czyli zamiast
x, =ax +by stosowat zapis [a b] Podobny skrécony zapis stosujemy przy rozwigzywaniu uktadéw réwnan.

y, =Cx +dy d d

Macierze kodujg grafy (m. sgsiedztwa) i sieci (m. komunikacji

-

, relacje, przeptywy, wyniki rozgrywek (m. dominacji) itp.
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Powyzej odczytamy rzedy wierzchotkdw, ponizej liczby zwyciestw i porazek.

Z/DO miasto | wie$ okreg prz. Asy 0 1 1 0
miasto 65% 31% 1% Byki 0 0o (1 |1
wie$ 18% 70% 12% Cobry | O 0 |0 |1
okreg prz. | 17% 8% 75% Dziki 1 0 |0 |O

Ad 3. Dodajemy macierze tych samych rozmiaréw (A,,.,+Bmxn), dodajgc wyrazy stojgce na tych samych pozycjach.

Dodawanie macierzy réznych rozmiaréw jest niewykonalne. tatwo sprawdzi¢, ze podobnie jak dla liczb, dodawanie macierzy

jest przemienne i faczne, a dodanie macierzy zerowej (dobrego rozmiaru) nie zmienia wyniku. Macierze przeciwne sumujg

sie do macierzy zerowej. Ich elementy s3 liczbami przeciwnymi. Odejmowanie macierzy to dodawanie macierzy przeciwnej.
31 -2 2 -1 3 5 0 1 31 -2 000 31 -2 31 -2 -3 -1 2 000

{o 5 71}{72 0 73}{72 5 74} {0 5 71}{0 0 o}z[o 5 ,J {0 5 71}{ 0 -5 1}{0 0 o}

Macierz mozna pomnozy¢ przez liczbe. Wynikiem jest macierz tego samego rozmiaru, ktérej wszystkie elementy sg

pomnozone przez te liczbe. Mnozenie przez liczbe jest przemienne, tzn. 2-A=A-2 i faczne, tzn. 2-3-A = 6-A = 2-(3A). Wynikiem

mnozenia macierzy przez liczbe 0 jest macierz zerowa tego samego rozmiaru. Wynikiem mnozenia macierzy zerowej przez

dowolna liczbe jest ta sama macierz zerowa.

2A=2[3 1 -2] [6 2 -4
05 -1/ |0 10 -2
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Macierz mozna pomnozy¢ przez macierz rozmiaru wewnetrznie zgodnego, tzn. macierz mxn przez macierz nxp Wynikiem
mnozenia jest macierz mxp. Mozna w szczegdlnosci mnozy¢ macierze kwadratowe, a wynik ma ten sam rozmiar. Jak wida¢
mnozenie macierzy nie jest przemienne (nawet w przypadkach, gdy jest wykonalne co rézni je od liczb). Mnozenie macierzy
polega na mnozeniu wiersza i pierwszej macierzy przez kolumne j drugiej macierzy (kolejne elementy mnozymy, a iloczyny
dodajemy) i wpisaniu wyniku jako elementu a; w macierzy stanowigcej iloczyn. Mnozenie (lewostronne lub prawostronne)
przez macierz jednostkowg (jedynki na gtéwnej przekatnej, reszta zera) dobrego rozmiaru (tzn. jakiego?) nie zmienia
wyniku. Macierz kwadratowsa (i tylko takg) mozna mnozy¢ przez siebie, otrzymujac jej kolejne potegi. Kolejna réznica z
mnozeniem liczb jest taka, ze istniejg niezerowe dzielniki zera, tzn. dla niezerowych A i B moze by¢ A-B=0. Ale nadal
mnozenie jest tgczne i rozdzielne wzgledem dodawania. Pytanie, czy dla mnozenia macierzy zachodzg wzory skréconego
mnozenia, np. (A+B)(A—B)=A2-B2 lub (A+B)2 = A+2AB+B* - pozostawiamy bez odpowiedzi (NIE).
np.[0 1 2/}1 0 1} 1330 5 -6] [3 171 -2] [1 -2][3 17 [3 5] [-2 1][2 3] [o 0
Y A R et PO o PO et e e R
-11 2|2 0 -1 2 3 -1
Dalsze przyktady (pomnozy¢ prostokatng przez jednostkowa, obliczy¢ kwadrat kwadratowej itp.)
Poniewaz wtasnosci dziatarn na macierzach sg (z grubsza) takie, jak na liczbach, mozemy tak samo jak dla liczb rozwigzywa¢
rownania liniowe (dodawac stronami macierz przeciwng, mnozy¢ lewo- lub prawostronnie przez macierz odwrotng), aby
wyliczy¢ macierz niewiadoma.

wacdt 1 e 4 B ]

Ad 4. Wyznacznik (ang. determinant) [macierzy] (nie myli¢ z wyrdznikiem [tréjmianu kwadratowego]) obliczamy tylko dla
macierzy kwadratowych. Jest to liczba. Dla macierzy A={a b}, detA (ozn. tez |a b‘ ) = ad-bc (rdznica iloczyndw krzyzowych).
c d c d

Dla macierzy B=|2 D , detB = a'detA—d'detD+g'detG (A, D, G — minory odpowiednich elementdéw). Dla wiekszych

C
d e f
g h i
rozmiaréw analogicznie. Mozna pokaza¢ metode Sarrusa dla wyznacznikéw 3x3, ale nie jest tu potrzebna.
Witasnosci wyznacznikéw (mozna je sprawdzi¢ przy okazji obliczania wyznacznikéw rozmiaru 2 lub 3). Jesli wiersz lub
kolumna sg zerami, to wyznacznik jest zerem. Jesli przestawimy dwa wiersze lub kolumny, wyznacznik zmieni znak. Jesli dwa
wiersze/kolumny s jednakowe, to wyznacznik jest 0. Jesli wiersz/kolumne pomnozymy przez liczbe a, wyznacznik wzro$nie
a razy. Jesli kazdy element pomnozymy przez liczbe a, wyznacznik wzrosnie a razy.
Macierz odwrotna A" ma te wlasnosé, ze A A=, Czy kazda niezerowa macierz kwadratowa ma odwrotng? Nie, tylko z
niezerowym wyznacznikiem. Sprawdzenie dla rozmiaru 2x2: [a b| |x y| |ax+bz ay+bt| |1 0|. Rozwigzujemy ukfad

L d]{z t}:{cx+dz cy+bt}:{0 1}

-b
ad—bc ’ ad—bc
o ¢ _a

ad —bc ad —bc

ZatemA'= 1 { d —b} (zamieniamy elementy na gtéwnej przekatnej, a na antyprzekatnej zmieniamy znaki). Dla wyzszych

réwnan i wychodzi: x =

detA|-c a
rozmiaréw postepujemy analogicznie, tylko rachunki sg dtuzsze i wynik bardziej skomplikowany.
Mozemy rozwigzywac dalsze réwnania macierzowe: A'X=B, mnoz3c obie strony (lewostronnie) przez A, Otrzymamy X=A"B.

Ad 5. Zastosowanie macierzy i dziatai na nich — przyktady.

1) Mnozenie macierzy przeksztatcenia liniowego przez macierz wektora wodzgcego punktu daje obraz punktu w tym
przeksztatceniu. Wyznacznik wskazuje skale przeksztatcenia (np. jednoktadnosci, powinowactwa, symetrii) a znak wskazuje
na zmiane orientacji. Zatem przeksztatcenie liniowe ptaszczyzny x, =ax+by zapisujemy jako {a b]i wyliczamy obraz punktu

y, =cx +dy d d
(x y)jako [a b] [x].
d d||y

2) Mnozenie macierzy cen i sprzedazy, aby uzyska¢ macierz przychodéw.

T,[10 12
T,l4 7
Ty|12 20
T|20 32

Macierzcen C=[¢, ¢, ¢, c,]- Macierz sprzedazy towaréw w dwéch kolejnych miesigcach S = . C-5 to macierz

przychodéw uzyskanych w kolejnych miesigcach.
3) Mnozenie macierzy sgsiedztwa przez siebie podaje liczby drég ustalonej dtugosci miedzy wierzchotkami grafu, tzn. A?
podaje liczby drég dtugosci 2 miedzy wierzchotkami, a A+A” liczby drég dtugosci co najmniej 2.
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Macierz komunikacji dla sieci potgczen droga radiowg miedzy statkami o macierzy A= . Suma wiersza wskazuje do

o o o
P O
= =)
o - B, O

kogo mozna wysta¢ wiadomos¢, a suma kolumny od kogo mozna jg otrzymac.
4) Mnozenie macierzy dominacji przez siebie : dominacje posrednie Il rzedu.

Dla macierzy dominacji podanej wczesniej A’ = 2 g ; i (Asy wygraty z Dzikami za posrednictwem Bykow i Cobr).
1000
0110
A+A” = 2 3 i ; (dominacje bezposrednie lub posrednie), Najwieksza suma wiersza wskazuje zwyciezce turnieju.
1001
1110

5) Mnozenie macierzy stanu przez macierz przewidywanego przeptywu daje przewidywane stany po przeptywie.
Stan zamieszkania miast/wsi/okregéw przemystowych w min Z = o 8 7]- Po pomnozeniu przez macierz przeptywow podang

wczedniej otrzymujemy przewidywalne zaludnienie po przeptywach Z; = [g13 926 661]-
6) Rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych. Wzory Cramera (Gabriel Cramer — szwajcarski matematyk z XVIIl w).

Uktad réwnan | X +2Y+32=4 moina rozwiazaé przez wykonanie mnozenia | L 2 3 | |X| | 4| albo stosujac gotowe
-X+2y-2z=1 -1 2 -2|y|l=|1
2X—-y+3x=-1 2 -1 3 X -1
wzory: x=D, ,y=D, ,7=D, , gdzie D= 12 3]._wyznacznik gtéwny uktadu, D, = |4 2 3| - wyznacznik wzgledem x
D D D -1 2 -2 1 2 -2
2 -1 3 -1 -1 3

(kolumna wspétczynnikéw przy x jest zastgpiona kolumng wyrazéw wolnych), D,, D,— analogicznie.
UWAGI

1. Czas trwania wyktadu z pokazem: 60-90 min. Czas pisania zadan 45 min.

2. Nie mozna uzywac kalkulatoréw, bo tylko niektére majg obstuge macierzy.

3. Termin konkursu szkolnego: GM 20 XI, LO 2 XII. Termin odestania wynikéw: GM 29 XI, LO 6 XII. Finat: GM 13 XII, LO 20 XII
(sobota) godz. 10:15, sala HS Instytutu Matematycznego UWr (pl. Grunwaldzki 2/4, tel. na portiernie 71 3757414).

4. Wyniki w pliku .xls pisane minuskutg. Trzy kolumny: imie/nazwisko/wynik. Nazwa szkoty w nagtéwku.

5. W przypadku duzego rozrzutu wynikdéw nie trzeba wysytac¢ wszystkich, ale nalezy podac liczbe uczestnikéw wyktadu i
czesci zadaniowe;j.

6. Kazdy podpunkt oceniamy zero-jedynkowo (4 pkt za kazde zadanie).

KLUCzZ
Zad. 1. 2x4,1x5,3x1, 1x1 3 -2 2115 0 4 Zad. 15.-11, -22, -5, {(2, -5, 4)}
) 1 0 -1llo 1 2
Zad.2. 3,2, 0, nie ma 11 1]]2 -23 Zad. 16. majg te same rozmiary i
Zad.3. [5 p ¢],[a],[0 0 O], [1 O Zad.9. (0,0,0),(0,0,4),(2,0,2),(2,- rowne odpowiednie elementy (2p),
b|] |0 0 0] [0 1 4, 6) kwadratowej o niezerowym
Zad. 4. (-2,3,-5),(5,-3), <, (3, -4,-4) wyznaczniku (2 p)
Zad. 10. 3x2, zadna, 2x1, zadna Zad. 17. BCD, A, AD, D
Zad. 5. {_71 111 28]brak, Zad. 18. Macierzcen c=[30 32 25] (1
brak, [12 4 10 Zad. 11. [78 4}' [76 O}' {4 8}'{6 4} p)
414 0 -4 4] [-4 2] [0 4] [0 2] Macierz sprzedazy ro 45] (1p)
S=|50 40
Zad.6. s o] L ~2 4] brak, brak Zad.12.5, -8, 1, 137 20 55
_ Macierz zyskow Z=C-S = [3900 4005]
Zad.7. [ 1 ‘1“14 22}' Zad. 13. {3/5 —2/5},brak,brak, {1 o} (1p)
S e 1 U5 15 0 1]  Sprzedaz IV —3900 z, sprz. V - 4005 zt
-3 5 -
! 1
L 8 J {_8 ! 6} Zad.14.[ 34 -2|,[1 1/2], (1p)
_ 2 1 -10 1] |-1 12
Zad.8. [1 0 0] [1 0 2
010 |0 -11 brak,[5 0
00 1] |1 -10 1
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ELIMINACJE SZKOLNE 710 PN

IMi€ i NAZWISKO: .oevieieiiieeie e

Zad. 1. Podaj rozmiary macierzy.

a)[-4 5 -3 6
1 0 0 0

b)jg 0 -1 4 3

olsl
3
-1

d) [-9]

Zad. 2. Podaj elementy macierzy | ° 3 -1 0|
3 8 2 -2
14 0 1

a) Q12 eeieeinsesnseinenene

b)as

C) Q33 eeeisesnssinenine

d)asn 0

Zad. 3. Podaj przyktad macierzy.

a) A1X3 ........................
b) Ble
C) 02><3

d) l2><2 ........................

Zad. 4. Znajdz niewiadome.

a) sz 2}2[724 y;l} ........................
b) {xgy xfyHﬁ ;} ........................
) {x;s Xing Q ........................
d)LB;ZVZ XSZH__Ssy _0} ........................

Zad. 5. Wykonaj dziatania.

a) F -1 3}_2[721 702 ﬂ ........................

5 7
b) J3 1 7] [-16 ~12) e
270 |5 -8

o 58 0 2
342 25 1

d 6 2 5]
NS

c)

Zad. 6. Pomnoéz macierze.

a) _2]{1 2}

-11
g b 72]'[3 C1> —21}
c) [}1 ﬂ.[l 2]

dfto 271

01 -1]]-2
Zad. 7. Rozwiaz rownanie macierzowe.
a)[3 2 |7 -2

{o 4}%X_{—5 o}
b) 2x+2[l 72}:8[% O}

0 3 -1 4

c) [4 —z}zx{m —12}

3 1 -13 -1

d) -3 4 8] [13 -6 -8
7 -5 1|=|-23 7 1
0 5 1 [4 -3 -3

2X -

1 0 2
0 -11
1 -10

Zad. 8. Oblicz potegi macierzy {

a) zerowa
b) pierwszg
c) druga

d) trzecia

].

KIasa: e,

Zad. 9. Znajdz obrazy podanych punktow przestrzeni w

przeksztatceniu o macierzy|2 0 0
0 -2 0
0 0 2

a)(0,0,0)

b) (0, 0, 2)

c)(1,0,1)

d)(1,2,3)

Zad. 10. Macierz jakiego rozmiaru powstanie w wyniku

mnozenia?

A) 18 e
2|-o 1]
:

b, 4 6]_[6 0 2} ..................................................

o) '[_31 Z _52]H ..................................................
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d) Zad. 16. Uzupetnij zdania.

1 0 0 ..................................................
0 1 0|-i16 3 9 4]
001 a) Dwie macierze sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy

Zad. 11. Dla macierzy A=[ 0 1]iB=[2 1] oblicz:
-1 2 10

T T e —————
) S OO b) Macierz odwrotng mozna obliczy¢ tylko dla macierzy

O IATB): e oo oo e
R . X OO

Zad. 12. Oblicz wyznaczniki macierzy Zad. 17. Dla macierzy komunikacji miedzy punktami

0111

a) 2 3‘ ................................................... triangulacyjnymi A, B, CiD podaj:

1 4 1001

0001

b) O 8 --------------------------------------------------- O 1 0 0

1 10
gt 09 a) Do jakich punktéw mozna przestaé

010 wiadomosE z punktu A? e

0 01
42 -5 3 b) Z ktérego punktu mozna przestac

o g 1 0 Tmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm wiadomosc¢ do najwiekszej liczby punktow? ...........cccevvveneeee.

-5 4 0

c) Z ktorych punktdw mozna przestac

Zad. 13. Oblicz macierz odwrotna wiadomosé do punktu B? e
a)1 2} ................................................... d) Ktéry punkt moze otrzymaé wiadomogé

-3 z najwiekszej liczby punktOdw? e
b) [4 8] e

11 2 Zad. 18. Zapisz rozwigzanie zadania w jezyku macierzy,
c) {3 71} ................................................... oblicz wynik, podaj odpowiedz.

6 -2
)1 o Sklep rowerowy Ztoty Pedat w centrum Mediolanu

{0 J .................................................. sprzedaje modele $migly Rydz w wersji z dziesiecioma,

piecioma i trzema przerzutkami. Zysk z kazdego

Zad. 14. Rozwiaz réwnanie macierzowe sprzedanego 10-przerzutkowego roweru wynosi 30 euro, z

a) {1 3] X { 4 1} ................................................ 5-przerzutkowego 32 euro, a z 3-przerzutkowego 25 euro.
2.7 -2 3 W kwietniu sklep sprzedat 60 rowerdéw 10-przerzutkowych,

b) {4 2] X = |:2 3:| ................................................ 50 modeli 5-przerzutkowych i 20 z trzema przerzutkami. W
11 01 maju analogiczne liczby wynosity 45, 40 i 55. Ile wyniosty

c) X [z ﬂ:E ﬂ ................................................... zyski ze sprzedazy roweréw w kazdym z miesiecy?

d) xﬁ ﬂ:[_sl _OJ ........................................................................................................................................................

3X+2y+62=20

Zad. 15. Dla uktadu réwnan | X=3Y=22=9 podaj
Doy 4B1=25 e s e e e

a) WyZnaCZnik g{'OIWny .....................................................................................................
b) Wyznacznik Wzg|edem X e eserea s s st ae
(o) 1YL= L o X132 S

d) rozwigzanie uktadu



