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Agata ma pudto kartonikow z cyframi 1, 2 1 3. Uktada z nich liczby wielocyfrowe w taki
sposob, aby wszystkie liczby dwucyfrowe utworzone z kolejnych cyfr tej liczby wielocyfrowej
byly rézne. Ile cyfr ma najwigksza liczba, ktora moze utozy¢ Agata?

Pewna liczba przy dzieleniu przez 5 daje reszte 1, a przy dzieleniu przez 6 daje reszte 5. Jakie
reszty moze dawac z dzielenia przez 30?

Dla jakich warto$ci parametru k wykres trojmianu y=(2k—1)x*+(7k+2)x—3k lezy zawsze powyze]
wykresu y=(k+3)x*+5(k+1)x—4(k+1)?

A

Ktora potega czternastu jest +/2016 ++/56 ?

Ktora figura f czy g ma wigksze pole? f jest suma dwoch
zacieniowanych ksiezycoéw, a g jest suma srodkowe;j
zacieniowanej czg$ci.

Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n,
liczby n**® i n?" maja jednakowe cyfry jednosci.

Szescian o krawedzi dlugosci 3 przecigto ptaszczyzna przechodzaca przez przekatna podstawy 1
tworzaca z plaszczyzna podstawy kat 45°. Oblicz pole otrzymanego przekroju.

Dane sa okregi o $rodku w punkcie (3, 2) i promieniu V13 oraz o $rodku w punkcie (-2, -1) i
promieniu V10. Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty przecigcia tych
okregow.

Adam ma zapigcie rowerowe wymagajace 3-cyfrowego kodu. Postanowit wybra¢ taki, ktory
sktada si¢ z trzech roznych cyfr (bez zera) zapisanych w porzadku rosnacym. Ile ma mozliwosci
wyboru tego kodu?

10) W 10 ponumerowanych kopertach trzeba roztozy¢ w sumie 1000 zt w taki sposob, aby potem

bez otwierania kopert moc wyptaci¢ dowolna catkowita kwote od 0 do 1000 zt. Jak roztozy¢ te
pieniadze?
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Najwigksza mozliwa liczba to 3323122113. Ma 10 cyfr. Zaczynamy od 3 i na kazdym nastgpnym miejscu wpisujemy
najwigksza mozliwag cyfre, ktora nie powoduje powtdrzenia liczy dwucyfrowej, ani nie konczy procedury wypisywania.
Dochodzimy do 3323 nastepna cyfra nie moze by¢ ani 3, ani 2, bo mamy powtdrzenie, wigc wpisujemy 1. Teraz
najwyzsza mozliwa cyfra jest 3, ale to urywa procedurg na 332313, bo po 3 wykorzystaliSmy juz wszystkie cyfry.
Zatem wstawiamy 2, bo to pozwala kontynuowaé¢ wypisywanie. Podobnie w miejscu 33231221 wpisanie 3 lub 2
zatrzyma procedurg (bo potem nie da si¢ juz nic wpisac¢) natomiast wpisanie 1 pozwoli dopisac jedna cyfre wigcej.
Dalej juz nic nie mozna dopisa¢, bo po kazdej cyfrze wystapita juz kazda inna. Za podanie odpowiedzi bez
uzasadnienia jej maksymalno$ci przyznajemy 5 pkt. Za odpowiedz 9-cyfrowa przyznajemy 2 pkt.

Reszta jest stale rowna 11. Niech A = 5x+1 i A = 6y+5. Wtedy 6A = 30x+5 i 5A = 30y+25. Ale A = 6A-5A = 30x-30y—
19 = 30(x-y)-19 = 30t+11.

Roéznica wartoscei trojmianéw dla kazdego argumentu x wynosi (k—4)x? +(2k-3 )x + k+4 i ma by¢ stale dodatnia, wobec
czego wspodtezynnik przy x* musi by¢ dodatni, a wyréznik — ujemny. Z | warunku otrzymujemy k>4, a z 11 k>6%4,.
Warunek zadania jest spetniony dla k>6;,.

V2016 ++/56 = +/2°-32.7 +4/2%.7 = /24 .32.14 + /22 14 = 12V14+214 = 1414 = \14° = 14%2.

Niech x bedzie promieniem $rodkowego okregu, a S; i S, oznaczaja $rodki zewnetrznych okregow. Punkt O lezy na
prostej S;S, (na symetralnej kazdej cieciwy — za zatozenie tego bez A

uzasadnienia odejmujemy 2 pkt.). Niech R=S;A i r=S,C. Z twierdzenia
Pitagorasa dla trojkatow OS;A i OS,C mamy x*=R?*+0S,? oraz x*=r?+0S,%.
Zatem 0S,°-0S,* = x*—r? — x’+R?= R?—r* = (R—r)(R+r). Zachodzi tez OS,’
— 08,? = (0S,-08S,)(0S,+0S;) przy czym OS,+0S; = R+r (warunek
zewngtrznej stycznosci okrggow). Z porownania tych warunkow
dostajemy OS,—0S; = R-r, co przy OS,+0S; = R+r daje OS,=R i OS;=r
(czyli X*=R?*+r?). Za zalozenie tej rownosci bez nalezytego uzasadnienia
odejmujemy 5 pkt. Oznaczmy teraz pola soczewek dopetniajacych
potksiezyce do potokregow przez Py i P,. Pole g = nx? — tR%2 — Py — nir?/2
— P, = nR%/2+7r?/2-P,—P,. Natomiast pole f = 1R?/2-P; + nr’/2—P,. Zatem
pola figur f i g sa rowne.

Cyfra jednosci iloczynu zalezy tylko od cyfry jednosci czynnikow, co wynika np. z algorytmu mnozenie pisemnego (za
brak tej uwagi odejmujemy 2 pkt). Jesli liczba koficzy sig na 1, 5, 6 lub 0, ostatnie cyfry jej poteg sa zawsze jednakowe.
Jesli liczba konczy sig na 4 lub 9, parzyste i nieparzyste potegi koncza si¢ ta sama cyfra (dla czworki na 4 lub 6, a dla
dziewiatki na 9 Iubl). Jesli liczba konczy si¢ jedna z pozostatych cyfr tzn. 2, 3, 7 lub 8, cyfra jednosci w kolejnych
potegach zmienia si¢ okresowo co 4. Potegi n**% i n?"’ sq odlegle o wielokrotno§é czworki, wige maja te same ostatnie

cyfry.

Szukanym przekrojem jest trojkat pokazany na rysunku. Jego podstawa ma dtugo$c 3\2
(przekatna kwadratu), a opuszczona na nia wysoko$¢ jest przekatna kwadratu o boku
322 (trojkat rownoramienny o kacie przy podstawie 45°), czyli ma dlugos¢ 3. Stad
pole trojkata to */,-3-3V2 = 4,52,

Réwnania okregow to (x-3)? + (y—2)% =13 i (x+2)* + (y+1)* =10 (2 pkt). Po odjeciu
réwnan stronami otrzymujemy zalezno$¢ 10x+6y—5 = 0. Kazda para (X, Y) spetniajaca
oba rownania kwadratowe spelnia tez to rownanie liniowe, w szczegolnosci spetniaja je
punkty przecigcia okregdw. Przez 2 rdzne punkty przechodzi tylko jedna prosta, zatem musi by¢ to rGwnanie prostej
przechodzacej przez te punkty. Za poprawne lecz bardziej skomplikowane rachunkowo rozwiazanie przyznajemy 6 pkt.

A | B

B

Kod nie moze zaczynac si¢ na 9 ani 8. Na 7 mamy 1 mozliwo$¢ 789. Zaczynajac od 6 mamy 3 kody: 689, 679, 678, dla
5 jest 6 mozliwosci: 589, 579, 578, 569, 568, 567 itd. Dla kazdej cyfry poczatkowej k przepisujemy wszystkie ‘stare’
koncowki od poprzedniej cyfry i doktadamy liste ‘nowych’ z druga cyfra rowna k+1, ktorych jest o 1 wiecej niz
‘nowych’ dodanych poprzednio, np. dla k=4 mamy 10 mozliwosci: 6 ‘starych’ — 489, 479, 478, 469, 468, 467 i 4
‘nowe’ (poprzednio byly 3 ‘nowe’) — 459, 458, 457, 456. To daje konstrukcje liczb trojkatnych. Zatem liczby kodoéw
dla kolejnych cyfr to 15=10+5 dla cyfry 3, 21=15+6 dla 2 i 28+21+7 dla 1. Wszystkich jest 1+3+6+10+15+21+28=84.

W koperty o numerach od 1 do 9 wktadamy kolejno 1z}, 2 zh, 4 zt, ..., 256 zt (do koperty o numerze n wktadamy 2"*
zt. To daje w sumie 511 zt. Do ostatniej koperty wktadamy pozostate pieniadze. Jesli wyplacana kwota nie przekracza
512 zt, zapisujemy ja w systemie dwdjkowym i wybieramy koperty o tych numerach, ktére odpowiadaja rzedom
dwodjkowym, gdzie w zapisie stoi cyfra 1. Jesli kwota jest wigksza, dajemy ostatnia kopertg, a pozostata naleznosé
sumujemy z kopert 1 — 9 jak poprzednio. Kazda liczba naturalna od 1 do 511 = 2°~1 ma jednoznaczny zapis dwojkowy
mieszczacy si¢ na 9 miejscach pozycyjnych.
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Ile razy cyfra 9 pojawia si¢ w wyniku mnozenia 98765432109876543210...9876543210-9,
gdzie w pierwszym czynniku grupa cyfr 9876543210 powtarza si¢ 2016 razy?

Jaki jest najwigkszy wspolny dzielnik wszystkich liczb bedacych szescianami catkowitych liczb
dodatnich pomniejszonymi o te liczby? pole réjkata ABC -

Na bokach trojkata prostokatnego ABC
jako na srednicach wykreslono okregi,
ktére utworzyty tzw. ksigzyce
Hipokratesa. Pokaz, ze pole As

jest r6znica pol Ap i A,.

pole soczewki

Czy liczba 3°'-5% jest podzielna przez 4?

Mamy szachownicg o wymiarach 9x9.

Na kazdym jej polu stawiamy pionek. Po chwili
zdejmujemy pionki i ustawiamy jeszcze raz.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze kazdy pionek bedzie zajmowatl teraz pole sasiadujace z
polem, ktore zajmowat poprzednio? Sasiednie pola majaq wspolna krawedz.

pole ksigzyca

Niech M bedzie najwigkszym elementem zbioru pewnych pigciu dodatnich liczb catkowitych.
Wiadomo, ze nie da si¢ zbudowac¢ czworokata uzywajac bokow o dtugosciach bedacych
réznymi liczbami z tego zbioru. Jaka jest najmniejsza mozliwa wartos¢ M?

Na bokach kwadratu zaznaczamy punkty, ktére dziela je na n rownych czgsci.
Laczymy je potem liniami réwnolegltymi do przekatnych, aby uzyska¢ podziat
kwadratu na mniejsze kwadraty i potowki kwadratow analogicznie do sytuacji
z rysunku (dla n=4 sa 24 mate kwadraty i 16 trojkatow). Ile powstanie matych
kwadratow przy podziale boku na 117 czg$ci?

Jacek wykonat kilka eksperymentow i twierdzi, ze kazdy cigzar catkowity mozna zwazy¢ na
wadze szalkowej, uzywajac tylko odwaznikéw o nominatach bedacych potggami trojki. Jego
starsza siostra Agatka twierdzi, Ze istnieja takie catkowite cigzary, ktorych nie da si¢ w ten

sposOb zwazy¢. Kto ma racje? i

Przekrdj szescianu ABCDA’B’C’B’ o krawedzi dtugosci 3 zawiera
wierzchotek A oraz $rodki krawedzi BB’ oraz DD’. Oblicz pole
tego przekroju.

Pierécien kotowy o wewngtrznym promieniu 1 wypekniono 10 okregami,
z ktorych kazdy jest styczny do okrggdéw sasiednich oraz do okrggow
tworzacych pier§cien. Jaki jest zewngtrzny promien pierscienia? A R
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Poniewaz 9876543210-9 = 88888888890 (9 6semek) mozemy dopisywacé te same wyniki jeden za drugim, a
osemki z przeniesienia beda wpisywaly si¢ w miejsca zer. Ostateczny wynik bedzie wygladat tak 8888888889
8888888889...8888888889 88888888890 (migdzy dziewiatkami jest po 9 dsemek). Czyli w wyniku bedzie 2016
dziewiatek.

Liczby podane w zadaniu sa postaci n°-n lub réwnowaznie n(n~1) = n(n—1)(n+1). Sa to iloczyny trzech kolejnych
liczb catkowitych. Wérdd nich musi by¢ co najmniej jedna liczba parzysta (bo co druga jest parzysta) — nazwijmy
ja D i doktadnie jedna podzielna przez 3 (bo co trzecia jest podzielna przez 3) nazwijmy ja T. Poniewaz liczby 2 i 3
sa wzglednie pierwsze, a) jesli D=T, to ta liczba dzieli si¢ przez 6; b) jesli DT, to D-T dzieli si¢ przez 6.

Za brak uwagi o wzglednej pierwszosci 2 1 3 odejmujemy 3 pkt, np. 12 dzieli si¢ przez 2 i 12 dzieli si¢ przez 4, a z
tego nie wynika, ze 12 dzieli si¢ przez 2-4. Zatem kazdy iloczyn trzech kolejnych liczb dzieli sig przez 6 i to jest
wspolny dzielnik wszystkich takich iloczynow. Jest to tez najwigkszy wspolny dzielnik, bo wérod tych liczb jest
2°-2 =6, wiec wigkszy by¢ nie moze.

Niech przyprostokatne maja dlugosci a, b, a przeciwprostokatna c¢. Oznaczmy przez Ty, i T, cze$¢ pola trojkata
odpowiednio na lewo i na prawo od soczewki A,. Oznaczmy przez p; i p, pola matych ksigzycow lezacych
pomiedzy trojkatem a ksiezyce A;. Pétkola oparte na przyprostokatnych daja z jednej strony sume pél ma%/8 +
nh?%8 = nc?8 (z twierdzenia Pitagorasa), a z drugiej (Ay+pi+Ty) + (Ax+T+p,). Z kolei pole potkola opartego na
przeciwprostokatnej jest rowne tyle samo, bo nc%/8, a z drugiej strony A,+p;+p,. Z przyrownania tych wielkosci
mamy A2+p1+T1 + A2+T2+p2 = A1+p1+p2, co daje A2+(T1+A2+T2) = Alr CZyIi A2+A3 = Al-

Dwucyfrowa koncoéwka tej liczby jest 76=40+36, wiec liczba dzieli sie przez 4. Dwucyfrowa koncowka iloczynu
zalezy tylko od dwucyfrowych koncéwek czynnikow, co wynika np. z algorytmu mnozenia pisemnego (za brak tej
uwagi odejmujemy 2 pkt). Wszystkie potegi 5 (poza pierwsza) koncza si¢ na 25. Dwucyfrowe potegi 3 uktadaja si¢
cyklicznie co 13 (co mozna sprawdzi¢ bezposrednio). Liczba 51 daje reszte 12 z dzielenia przez 13, co odpowiada
koncowce 01. Roznica koncowek 01 i 25 daje 76. Odejmujemy po 2 pkt za nieprawidtowe podanie cechy
podzielno$ci przez 4 (bez rownowaznosci lub jako ‘dwie ostatnie cyfry dziela si¢ przez 4’ — np. w liczbie 16 zadna
z dwoch ostatnich cyfr nie dzieli si¢ przez 4).

Jesli pokolorujemy pola szachownicy na przemian na biato i czarno, to sasiednie pola maja zawsze inne kolory.
Zadanie polega wigc na przestawieniu pionkoéw z pol biatych na czarne i na odwrot. To jest jednak niemozliwe, bo
na szachownicy rozmiaru nieparzystego liczby po6l biatych 1 czarnych sa rozne. Zatem szukane
prawdopodobienstwo wynosi 0.

Niech zbidr sktada si¢ z liczb H, J, K, L, M ustawionych w porzadku rosnacym. Czworokat mozna utworzy¢ wtedy
i tylko wtedy, gdy suma dhugosci kazdych trzech bokow jest wieksza od dtugosci czwartego boku. Wystarczy
zatem, aby M>J+K+L oraz L>H+J+K. Najmniejsze mozliwe wartosci H, J, K to 1, 2 i 3 odpowiednio, zatem
najmniejsze L=6 i najmniejsze M=11.

Liczby matych kwadratow powstajace w jednej ¢wiartce duzego kwadratu wydzielonej przez jego przekatne, sa
kolejnymi liczbami trojkatnymi (dla podziatu na n czgsci otrzymujemy n—1 liczbg trojkatna). Zatem szukana liczba
to 4T46. Liczby trojkatne to sumy kolejnych poczatkowych odcinkow liczb naturalnych. Ty = 142+...+116 =
117-68 = 6786. Zatem kwadracikow jest 27 144,

Racje ma Jacek. Zapiszmy cigzar w systemie trojkowym. W zapisie tym wystepuja cyfry 0, 1 i 2. Poniewaz 2+1 =
10 (lub réwnowaznie 2 = 10-1), przesuwajac si¢ od prawej do lewej w miejsce kazdej cyfry 2 wstawiamy (-1) i
jednoczesnie kolejna cyfre zwigkszamy o 1 (zamiast 0 wpisujemy 1, zamiast 1 — 2, a zamiast 2 — wpisujemy zero i
zwigkszamy cyfr¢ w kolejnym rzedzie). W ten sposdb otrzymamy wyjsciowa liczbg zakodowana znakami 0, 11 -1
odpowiadajacymi kolejnym potegom trojki. Jesli w danym rzedzie jest 1, kladziemy D'

odpowiadajacy jej odwaznik na szalce przeciwnej niz wazony ciezar, a jesli (-1) — na tej

samej. Poteg, przy ktorych stoi 0 nie uzywamy.

Plaszczyzna przekroju musi zawiera¢ odcinek taczacy $rodki krawedzi BB’ i DD’, czyli w
szczegolnosci zawiera $rodek szeScianu. Musi tez zawiera¢ odcinek laczacy punkt A ze
srodkiem sze$cianu, czyli odcinek AC’. Widaé zatem, ze ten przekroj jest rombem (cztery
réwne boki) o przekatnych dlugosci 3\2 (przekatna kwadratu) i 33 (przekatna szescianu).
Pole tego rombu to /,-3V2-3V3 = 4,5V6.

Srodki 10 okregéw sa roztozone co 36°. Punkty ABC tworza prosta, bo OB jest
wspolna styczng okregow (za zatozenie tego bez uzasadnienia odejmujemy 3 pkt).
Mamy sinl18° = r/(1+r), skad r = sin18°/(1-sin18°), zatem szukany promief wynosi
1+2r = (1+sin18°)/(1-sin18°).
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Trzej przyjaciele z boiska wypowiedzieli takie zdania:
Adam: Doktadnie jeden z moich kolegéw (Barnaba lub Celestyn) mowi prawdg.
Barnaba: Doktadnie jeden z moich kolegdw (Adam lub Celestyn) méwi prawde.
Celestyn: Zaden z moich kolegéw (ani Adam, ani Barnaba) nie moéwi prawdy.
Kto sktamat? B 1 . C

[’

Podwieczorek, na ktorym byto dwa razy wigcej chtopcoéw niz
dziewczat, kosztowal 1584 zl. Kazdy chlopiec zaptacit 8 razy
tyle groszy, ilu byto chtopcéw, a kazda dziewczyna 12 razy
tyle groszy, ile bylo dziewczat. Ilu bylo chtopcow, a ile
dziewczat na podwieczorku?

ABCD jest kwadratem o boku dtugosci 1. Figura 2 jest
okreggiem wpisanym w kwadrat, a tuk 3 jest ¢wiartka okrggu
o srodku w A. Pokaz, ze S = S;+5,+Ss.

A :
Prostopadtoscian o krawedziach dtugosci 22, 2, 1 10 wpisano w sfere. Jaka jest dlugos¢
krawedzi sze$cianu wpisanego w taka sama sferg?

Niech n jest najmniejsza liczba naturalng taka, ze 7n ma 2016 cyfr. Jaka jest cyfra jednosci
liczby n?

Do kwadratowego diagramu 3x3 nalezy wpisac¢ cyfry od 1 do 9 (kazda w inne
pole diagramu) w taki sposob, aby iloczyny liczb wynosity: w | wierszu 12, w
IT wierszu 112, w 1 216, w II kolumnie 12. Ile wynosi wowczas iloczyn liczb
na gléwnej przekatnej diagramu?

Ile jest liczb dwucyfrowych, ktoére maja najwigksza mozliwa liczbg dzielnikow?

W ilu podzbiorach zbioru {1, 2, 3, ..., 15, 16} suma elementu najmniejszego i najwigkszego jest
rowna 17?

Jaki jest najwigkszy wspdlny dzielnik wszystkich liczb bedacych piatymi potggami catkowitych
liczb dodatnich pomniejszonymi o te liczby?

Szesdcian o krawedzi dtugosci 3 przecigto ptaszczyzna przechodzaca przez przekatna podstawy 1
tworzaca z plaszczyzna podstawy kat 60°. Oblicz pole otrzymanego przekroju.
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Zatézmy, ze Celestyn mowi prawde. Wtedy Adam i Barnaba ktamia. Ale wowczas ich zdania sg prawdziwe. Zatem
Celestyn sktamat. Czy kto$ jeszcze? Trzeba to sprawdzic. (do tego miejsca przyznajemy 5 pkt). Jesli Celestyn
ktamie, to przynajmniej jeden z jego kolegow mowi prawdg. Ale jesli Barnaba mowi prawdg, to zdanie Adama jest
prawdziwe, a jesli Adam mowi prawdg, to zdanie Barnaby jest prawdziwe. Zatem rzeczywiscie tylko Celestyn
sktamat.

Wiemy, ze C = 2D, kazdy chlopiec zaptacit 8-/1o0 71, a dziewczyna 12-/y zt. To znaczy, ze 8C%/100 + 12D%/100
= 1584. Zatem 8-4D?/100 + 12D?/100 = 1584, skad 44D?/100= 1584, czyli D?=3600i D = 60, a C = 120.

Niech p oznacza pole kazdej z czesci S—S; = S,—S3. Zachodzi S+ S,+2p to kwadrat pomniejszony o ¢wiartke kota o
promieniu 1, czyli ma pole 1-n/4. Natomiast S;+p+S3+p+2S, to kwadrat pomniejszony o koto o promieniu Y%, czyli
tez ma pole 1-m/4. Przyrownujac te wielko$ci otrzymujemy S+ Sy+2p = S;+p+S3+p+2S,, czyli S = S;+S3+S,.

Promien r sfery opisanej na prostopadtoscianie jest przekatna 1/8 tego prostopadtoscianu i ma dlugosc V147 =

YV 1% +5% +112 . Niech szeécian wpisany w te sfere ma krawedz dtugosci 2x. Wtedy r = x\3. Stad 3x? = 147,
x*=49, x=7, czyli szescian ma krawedz dlugosci 14.

Liczba 7n musi zaczynac si¢ jedynka, po ktorej nastapi 2014 zer i pewna cyfra a. Dzielac taka liczbg pisemnie
przez 7, otrzymujemy w ilorazie powtarzajacy si¢ okresowo ciag szeSciu cyfr 142857. Reszty z dzielenia takze
tworza okresowy ciag 3, 2, 6, 4, 5, 1. Ten cykl powtarza si¢ 335 razy, bo 6-335 = 210. Pozostaja 4 ostatnie cyfry
zero i a. Ten fragment dzielenia daje w ilorazie 1, 4, 2, 8 i odpowiednie reszty 3, 2, 6, 4. Do reszty 4 spisujemy
cyfre a i 40+a ma si¢ dzieli¢ przez 7. Aby a bylto najmniejsze musi by¢ réwne 2. Poniewaz 42:7=6, ostatnia cyfra
ilorazu bedzie wiasnie 6.

W pierwszych dwoch rzgdach ani w kolumnach nie moze by¢ cyfry 5, zatem stoi ona w prawym

dolnym rogu. 112 = 2*, ale 7 nie dzieli 12 ani 216, wiec musi sta¢ w srodkowym rzedzie na 3]1 1412
koncu. 2* trzeba zapisa¢ jako iloczyn réznych liczb jednocyfrowych, czyli 2-8. Na srodku tabeli 81217 uz
musi by¢ 2, bo 8 nie dzieli 12. Teraz 216 =2%3° przy czym 3° trzeba zapisaé jako 3-9. W lewym  [9]6 |5
goérnym rogu musi sta¢ 3, bo 9 nie dzieli 12. Zatem iloczyn liczb na glownej przekatnej to 30. 216 12

Aby uzyskac jak najwigcej dzielnikow, musimy mnozy¢ jak najwigcej jak najmniejszych liczb réznych od 1.
Mozna mnozy¢ same dwojki i wowczas uzyskamy maksymalnie 2°=64, czyli 7 dzielnikow (wybieramy potege
dwojki od 0 do 6). Mozemy mnozyé 2 i 3, np. 2*-3=48 (co daje 5-2 = 10 dzielnikéw, bo aby utworzy¢ dzielnik,
wybieramy niezaleznie potege dwojki od 0 do 4 i potege trojki od 0 do 1), ale lepiej wzia¢ 2°-3 = 96, co daje 62 =
12 dzielnikéw (wybieramy potege dwojki od 0 do 5 i potege trojki od 0 do 1), mozemy tez wziaé 2°-32 = 72, co
takze daje 4-3 = 12 dzielnikéw. Mnozac trzy czynniki mozemy wzia¢ 2%3-5 = 60 (3-2-2=12 dzielnikéw) lub 2%-3-7
= 84 (3-2:2=12 dzielnikow) lub 2-3%5 = 90 (2-3-2=12 dzielnikéw). Inne liczby przekraczaja zakres dwucyfrowy
(ale trzeba sprawdzié te najmniejsze), np. 2%3° = 108, 2*.3%=144. Ostatecznie trzymujemy 5 liczb.

Jesli ustalimy najmniejsza liczbg w podzbiorze, to mamy jednoznacznie wyznaczong liczbg najwigksza, a pozostate
mozemy dobiera¢ dowolnie sposrod liczb lezacych pomigdzy nimi. Na przyktad dla najmniejszej liczby rownej 1,
najwicksza jest 16. Pomigdzy nimi sg liczby ze zbioru {2, 3, 4, ..., 15}. Mozemy wybraé¢ dowolny podzbior tego
zbioru, a jest ich 2'*. Jesli najmniejsza liczba jest 2, najwieksza jest 15 i dobieramy wszystkie mozliwe podzbiory
zbioru {3, 4, 5, ...., 14}, ktérych jest 2'2. Podobnie postepujemy, az dojdziemy do najmniejszej liczby 8 i
najwigkszej 9, pomigdzy ktorymi juz nic nie ma. Zatem ostateczng odpowiedzig jest

21+ 2124 210+ + 22420 = (2%6-1)/3 = 21845.

Liczby podane w zadaniu sa postaci n°~n lub rownowaznie n(n*~1) = n(n>-1)(n’+1) = n(n-1)(n+1)(n*+1) =
n(n-1)(n+1)(n>~4+5) = n(n-1)(n+1)(n*-4) + n(n-1)(n+1)-5 = n(n—1)(n+1)(n-2)(n+2) + 5n(n-1)(n+1). Pierwszy
sktadnik jest iloczynem pigciu kolejnych liczb catkowitych, czyli dzieli sig przez 5 (bo co piata liczba sig dzieli), a
drugi sktadnik tez jest wielokrotnos$cia pigciu. Oba sktadniki zawieraja czynniki parzyste, wigc cata liczba jest
parzysta, oba sktadniki sa tez podzielne przez 3, bo zawieraja iloczyny trzech kolejnych liczb. Zatem cata liczba
jest podzielna przez 2-3-5 = 30 (korzystamy z faktu, ze 2, 3 i 5 sa parami wzglednie pierwsze, wiec podzielnos¢
przez te liczby jest rownowazna podzielno$ci przez ich iloczyn —za brak tego stwierdzenia odejmujemy 3 pkt).
Zatem 30 jest wspolnym dzielnikiem szukanych liczb, ale wérod nich jest tez 30 = 2°-2, wigc jest to tez ich
najwigkszy wspolny dzielnik.



10. Szukanym przekrojem jest trapez rownoramienny pokazany

na rysunku. Wierzchotek trojkata na przedtuzeniu CC’
nazwijmy C”. Wysokos¢ trojkata BDC” jest bokiem
trojkata rownobocznego i ma dlugosé 3v2. Odcinek CC”
jest wysokoscia tego trojkata rownobocznego, wiec ma
dhugos¢ 3V6/2. Odcinek C’C” ma dhugos¢ 3V6/2-3.
Stosunek CC” do C’C” ustala skale podobienstwa dwdch
czworoscianow i skala ta wynosi (3V6/2): (3V6/2-3) =
3+V6. W tym stosunku sa tez podstawy trapezu. Dolna ma
32 (przekatna kwadratu), wiec gorna ma dtugosé 3v2 /
(3+\6) = 3V2 — 12. Trojkaty podobne na $cianie BDC”
maja podstawy rowne wysokosciom, zatem wysokos¢
matego trojkata tez ma 332 =12, wige wysoko$¢ trapezu
ma V12. Teraz obliczamy pole trapezu ‘/2(3\/2 +3\V2-
V12)-V12 = 3v24-6 = 6\6-6.
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