KONKURS MATEMATYCZNY KOMA 2018

ELIMINACJE SZKOLNE
RACHUNEK LAMBDA - NOTATKI Z WYKtADU

1) Co to za okazja

2) Co to jest rachunek lambda

3) Jak dziata rachunek lambda

4) Identycznos¢ i zamiana liter

5) Definiowanie makrooperacji: TAK, NIE, PARA, ZtOZ
6) Liczebniki Churcha i dziatania na nich

Ad 1. 70-lecie polskiej informatyki. 23 XIl 1948 roku z inicjatywy Kazimierza Kuratowskiego powotano zespdt matematykéw
i inzynieréw, ktorego zadaniem byto zbudowanie w naszym kraju maszyny matematycznej — prekursora dzisiejszych
komputeréw.

Ad. 2. Co to jest rachunek lambda? W 1936 r. nie byto jeszcze komputeréw. Ale od XVII w. (Leibniz) istniat tzw. problem
decyzji (Entscheidungsproblem): czy istnieje algorytmiczna (mechaniczna) procedura rozstrzygajaca o prawdziwosci
twierdzen logiki | rzedu. Co miatoby sktada¢ sie na taka procedure? W tymze roku Alonzo Church i Alan Turing znalezli
niezaleznie sposdb sformalizowania algorytmu co doprowadzito do rozwigzania problemu decyzji (negatywnego). Jeden
postuzyt sie abstrakcyjnym modelem komputera (tzw. maszyna Turinga), a drugi rachunkiem lambda. Rachunek lambda to
najprostszy jezyk programowania. Wszystkie obiekty i operacje definiuje za pomocg jednego symbolu A.

Ad. 3. Jak dziata rachunek A. Idea rachunku lambda opiera sie na definiowaniu funkcji wzorem i wyliczaniu jej wartosci.
Zmienia sie tylko symbolika zapisu oraz to, ze argumentami funkcji moga by¢ nie tylko liczby i litery.

Przyktadowo funkcje f mozemy zdefiniowa¢ wzorem: f(x) = (x+3):2 i obliczy¢ jej wartos¢ dla liczby 5: f(5) = (5+3):2 = 6:2 = 8.
W rachunku lambda nie musimy wprowadzaé¢ dodatkowych oznaczen na kazdg z funkcji. Funkcje, ktora bierze argument x i
zwraca (x+3):2 zapiszemy jako Ax. (x+3):2. Obliczenie wartosci funkcji oznaczamy symbolem @ (jednoczesnie oznacza to
koniec wzoru definiowanej funkcji). Taka konwencja oszczedza pisania nawiasow.

Przyktady:

Ax. (x+3):2 @ 5=(5+3):2=8:2=4 AX. x+y @ 3 = 3+y
Jeslif=Ax. (x+3):2,tof@ 7 =Ax. (x+3):2 @ 7 =(7+3):2=10:2=5

M AY. x+x+y @3 @ 4=Ay. 343+y @ 4 =3+3+4 =10

Whioski:

* Wyliczy¢ funkcje to znaczy przepisa¢ zwracane wyrazenie, zamieniajgc w nim za kazdym razem litere stojaca przy A na to,
co zostato dane jako argument po znaku @.

* Dziatania upraszczamy zawsze do konca, tak dtugo jak sie da.

Wyniki, ktore nie zawierajg zapiséw Ax. ... @, ani zadnych niewykonanych dziatan, tzn. takie, ktérych nie da sie juz uproscic¢
nazywamy postacig normalna.

Funkcje mogg by¢ wyliczane nie tylko na liczbach jako argumentach, ale takze na innych funkcjach. Wartosciami funkcji
takze moga by¢ funkcje.

Przyktady. Zapisz w postaci normalne;.
AX.X@ x =X MX.xX@X)@Ay.y=Ay.y@Ay.y=Ay. y

Jesli jest wiecej dziatan @, podstawienia wykonujemy w kolejnosci od lewej do prawej, chyba ze inng kolejnos¢ narzucajg
nawiasy.

Przyktady. Zapisz w postaci normalne;.

MAZX@AX. X @ Ax. Ay. y=Az. Ax. x @ Ax. Ay. y = Ax. X
MAZX@AX.X@AX.AYy.y @ 6=Ax.X@ 6=6

MAy. (y@x) @3 @Ax.x+4=Ay. (y@3) @Ax. x+4=AX.x+4 @3=3+4=7
MAYAZ.z@X@Yy=Ay.Az.z@y=Az.z

AnAm.n-m@6@1=Am.6-m@ 1=6-1=5
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Ad 4. Identycznos¢ i kolizja liter. Zapis Ax. x nazywamy identycznoscig. Zawsze zwraca to samo, co pobiera.
Mox@5=5 Mx@x=x, Ax.x @ Ax. Ay. y = Ax. Ay. y itd. ldentycznos¢ jest jedna, bez wzgledu uzyte litery, tzn.
Ax. x = Ay. y = Az. z = ... Podobnie mozemy zapisa¢ funkcje f wzorem f(x) = x*+3 lub fly) = y*+3, a to jest ta sama funkgja.

Czasem moze sie zdarzy¢ taka sytuacja: AX. Ay. x @ Ay. y @ 5 = Ay. Ay. y @ 5 = ??? Co dalej? Napis A5. 5 nie ma sensu.
Trzeba dokona¢ zamiany kolidujgcych liter, bo przeciez Ay. Ay. y to jest to samo, co Ay. Az. z. Mamy zatem Ay. Ay. y @ 5
=Ay.Az.z@5=Az z.

Ad 5. Definiowanie makrooperacji. Wiemy juz wszystko, co jest potrzebne, aby postugiwac sie rachunkiem lambda. Teraz
mozemy definiowaé bardziej ztozone mikrooperacje (jak w geometrii z podstawowych konstrukcji definiujemy
makrokonstrukcje). Poznamy trzy takie mikrooperacje, ale w podobny sposdb mozna zdefiniowac liczby, dziatania na nich,
dziatania logiczne i catg matematyke.

TAK i NIE

Niech tak := Ax. Ay. x za$ nie := Ax. Ay. y. Te dziatania pozwalajg wybra¢ jedng z dwdch opcji, bowiem:
tak@A@B=Ax.Ay.x@A@B=Ay. A@B=A
Ne@A@B=Ax.Ay.y@A@B=Ay.y@B=8B

Przykiad:

tak @ nie @ tak @ nie @ tak = Ax. Ay. x @ nie @ tak @ nie @ tak = Ay. nie @ tak @ nie @ tak =

1 spos6b: = Ay. Ax. Ay. y @ tak @ nie @ tak = zamiana liter = Ay. Ax. Az. z @ tak @ nie @ tak = Ax. Az. z @ nie @ tak =
nie @ nie @ tak = tak

Il spos6b: = zamiana liter w definicji nie = nie @ nie @ tak = tak

lletojest (tak @7 @ 3)+(nie@4 @ 2)?=7+2=9

PARA

Zdefiniujemy operacje, ktére zapamieta dwa elementy i pozwoli wydosta¢ kazdy z nich:
para:=Ax.Ay.Az. z @ x @ y)

Przyktad. Przetestuj, jak to dziata.

para@A@B@tak=Ax.Ay. Az. z@x@y) @A@B@tak=Ay. Az. (@A @y) @ B @ tak =
=z z@A@B)@tak=tak @ A@B=A

para@A@B@nie=Ax.Ay. Az. (z@x@y) @A@B@nie=Ay. Az @A @y) @ B@ nie =
=z (z@A@B)@nie=nie@A@B=8

Oblicz: para @ 3 @ (para @ 5 @ 7) @ nie @ tak = ???

Isposéb: =Ax. Ay. Az 2 @ x @ y) @3 @ (para@ 5 @ 7) @ nie @ tak =

=AYy Az (@3 @y) @ (para@5 @ 7) @ nie @ tak=Az. (z @ 3 @ (para @ 5 @ 7)) @ nie @ tak =
=(ne@3@(para@5@7)) @tak=(para@5@7) @ tak=para@5 @ 7 @ tak =

=MAYAZ Z@Xx@Y)@5@7 @tak=Ay. Az z@5@y)@7 @tak=Az. (z@5 @ 7) @ tak =
=tak@5@7=5

Il sposéb: para @ 3 @ (para @5 @ 7) @ nie @ tak=(para @5 @ 7) @ tak=para @5 @ 7 @ tak=5
7oz

W jezyku rachunku lambda mozemy wyrazi¢ takze ztozenie funkcji.

26z :=Ag. Af. Ax. (g @ (f @ x))

Przyktad. SprawdZmy, ze podana definicja faktycznie sktada funkcje.

0z @AY. 2y @Az.z+10 @ 3=Ag. Af. Ax. (g @ (f @ x)) @ Ay. 2y @ Az. z+10 @ 3 =
=Af A Ay 2y @ (f@ X)) @Az.z+10 @ 3 =Ax. (Ay. 2.y @ (Az. z+10 @ X)) @ 3=Ay. 2.y @ (Az. z+10 @ 3) =
=Ay. 2.y @3+10==Ay. 2.y @ 13=2-13=26

716z @ Ax. x+3 @ Ax. x+4 = zamiana liter =Ag. Af. Ax. (9 @ (f @ X)) @ Ay. y+3 @ Az. z+4 =
=Af. Ax. (Ay. y+3 @ (f @ X)) @ Az. z+4 = Ax. (Ay. y+3 @ (Az. z+4 @ X)) = Ax. (Ay. y+3 @ x+4) = Ax. x+443 = Ax. x+7
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LICZEBNIKI CHURCHA

W rachunku lambda mozemy zakodowaé nie tylko operacje, ale takze obiekty matematyczne, np. liczby naturalne. Liczbie n
odpowiada funkcja wykonujgca n razy funkcje na argumencie.

0:= Af. Ax. x 1:=Af Ax. (f@ x) 2= A Ax (f@ (f @ x)) itd.
Przyktad. Ile to jest 5 przemnozone trzykrotnie przez dwa?

3@AM2Xx@5=A A (f@ (f@ (f@ X)) @Ax.2Xx@5=.Ax. (Ax.2:Xx @ (Ax. 2x @ (Ax. 2 x @ x))) @ 5 =
Ax. 8:x @ 5 =40.

Na tych nowych liczbach mozemy wykonywa¢ dziatania tak, zeby wyniki zgadzaty sie ze ‘starg’ arytmetyka. Dla
przyktadu zdefiniujemy operacje nastepnika, dodawania i silni.

NASTEPNIK

Doktadamy jeszcze jedno wykonanie funkcji.
nastepnik :=An. Af. Ax. (f @ (n @ f @ x))
Przyktady

nastepnik @ 0=An.Af.Ax. (f@ (n@fF@ X)) @0=AfAx.(f@ 0@ f@ X)) =Af.Ax. (f@ A Ax. x @ f @ X)) =
=A A (f@ A x@x)=A.Ax. (f@x)=1

nastepnik @2 =An.AfAx. f@ (n@f@ x)) @2=Af Ax.(f@ 2@ f@ x)) =
MMFEAMMXF@F@xX)@F@X)=MAX(f@ M ([f@f@x) @xX)=AMIx.(f@ @ (f@x))=3

DODAJ

Liczby Churcha mozemy dodawac.

dodaj :=An. Am. (m @ nastepnik @ n)
Ustalmy, ze zapis n+m oznacza dodaj @ n @ m.
Przyktad.

2+2=dodaj@2 @ 2 =An.Am. (m @ nastepnik @ n) @2 @ 2 =Am. (m @ nastepnik @ 2) @ 2 =
2 @ nastepnik @ 2 = nastepnik @ (nastepnik @ 2) = nastepnik @ 3 =4

SILNIA

Zaktadajac, ze mamy w rachunku lambda dziatanie mnozenia, zdefiniujemy i przetestujemy silnie.

Niech krok := Ap. (para @ ((p @ tak) - (p @ nie)) @ ((p @ nie) + 1)),
silnia := An. (n @ krok @ (para @ 1 @ 1) @ tak).
sina@0=0@krok@ (para@ 1@ 1) @ tak=(para@ 1 @ 1) @ tak = 1

sina@5=5@krok@ (para@1 @ 1) @ tak=4 @ krok @ (para @ (1- 1) @ (1 + 1)) @ tak =
=4 @ krok @ (para @ 1 @ 2) @ tak=3 @ krok @ (para @ (1-2) @ (2 + 1)) @ tak =
=3 @ krok @ (para @2 @ 3) @ tak=2 @ krok @ (para @ (2-3) @ (3 + 1)) @ tak =
=2 @ krok @ (para @ 6 @ 4) @ tak=1 @ krok @ (para @ (6-4) @ (4 + 1)) @ tak =
=1 @ krok @ (para @ 24 @ 5) @ tak = (para @ (24 -5) @ (5 + 1)) @ tak =
= (para @ 120 @ 6) @ tak =120
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UWAGI ORGANIZCYJNE

1.

ounhkw

Czas trwania wyktadu 45 min. Czas pisania zadan 45 min. Nie trzeba powiedzie¢ wszystkiego. Nie trzeba rozwigzac
wszystkiego. Na ogdt do wejscia do finatu wystarczy mie¢ ponad 50% (w klasach mtodszych pewnie mniej), wiec
lepiej mniej, a dobrze.

Terminy konkursu szkolnego

SP 4-6: 19 Xl — cze$¢ zadaniowa, 23 XI — odsyt wynikéw, 1 Xl —finat

SP 7-8 i GM 3: 26 XI — cze$¢ zadaniowa, 30 XI — odsyt wynikow, 8 XII — finat

LO: 3 XIl — cze$¢ zadaniowa, 7 XIl — odsyt wynikéw, 15 Xl — finat

Wyktad mozna zrobi¢ w dniu eliminacji szkolnych lub w pigtek poprzedzajacy dzien eliminacji.

W SP wyktad dla Mtodzikéw i Junioréw warto zrobi¢ osobno. W przeciwnym razie stracg na tym jedni i drudzy.
Wyniki prosze przesta¢ w pliku xIs bez zadnych dodatkowych formatowan (wzér do pobrania ze strony konkursu).
W przypadku duzej liczby ucznidw i duzego rozrzutu wynikow nie trzeba wysytaé wszystkich nazwisk, ale nalezy
podac liczbe uczestnikow wyktadu i czesci zadaniowe;j.

Prac nie trzeba przesyta¢ poczty, ale nalezy je zachowa¢ do czasu ogtoszenia listy finalistow. W przypadku duzych
odchylen wynikow z danej szkoty od sredniej, mozemy poprosic¢ o przestanie prac.

Kazdy podpunkt jest oceniany zero-jedynkowo.

Finaty we wszystkich kategoriach odbywajg sie w Instytucie Matematycznym UWr, pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384
Wroctaw (dojazd z dworca PKP i PKS autobusami 145 i 146 w kierunku Sepolna i Biskupina, nalezy wysigs¢ na
przystanku Most Grunwaldzki), poczatek o godz. 10:15 w sali HS. Przebieg finatu opisano na stronie WWW
konkursu.

KLUCZ ODPOWIEDZI

1
2
3.
4

© N D

Alonzo Church
1936 r. (pierwsza opublikowana praca)
a)42b)12c)5d)18¢e)2f)21g) 19h) 81i)25]) 81 k)4

a) nie (lub Ax. Ay. y, lub zmienione litery)

b) Ax. x (lub zmienione litery, lub identycznosc)

c) nie (lub Ax. Ay. y, lub zmienione litery)

d) nie (lub Ax. Ay. y, lub zmienione litery)

e) Ay. Ax. x (lub Ax. Ay. y, lub zmienione litery, lub nie)
f) 195

g 3

a) 82

b) 48

c) 23

d) Ax.3-x+11 (lub zmienione litery, lub np. Ax. 11+3-x itp.)

e) Ax. 8:x+5 (lub zmienione litery, lub np. Ax. x-8+5 itp.)
a) lewa b) prawa c) prawa d) srodkowa e) lewa
a)31b)6¢)56d)1e)16f) 256
a) 3 b) 45 c) 5050
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ELIMINACIJE SZKOLNE: SENIORZY (LO) 74 o ¢ U UPRR
T g TToR N g T P ATV (o USRI klasa: ...cccoevvveennn.
Zad. 1. Kto wymyslit rachunek lambda? Zad. 4. Upros¢ zapisy.
............................................................................................. a) Ax. x @ nie

Zad. 3. Napisz posta¢ normalng wyrazen.

a) Ax. x @ 42 c) tak @ tak @ tak @ nie @ tak

Zad. 5. Oblicz wyniki dziatan.

a) (tak @ 23 @ 68) + (para @ 59 @ 31 @ tak)
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Zad. 6. Podkresl jedng z definicji, ktora spetnia wymagang wtasnos¢.

a) pierwszy @ (para@ A @ B)=A

pierwszy := Ap. (p @ tak) Ap. (p @ nie) Ap. (nie @ p)

b) czyZero @ 0 =tak oraz czyZero @ n = nie, gdy n jest liczbg naturalng rézng od zera

czyZero := An. (n @ (Ax. tak) @ nie) An. (n @ nie @ (Ax. tak)) An. (n @ (Ax. nie) @ tak)

c) zamien @ (para@ A @ B)=para@B@ A

zamien := Ap. (nie @ tak @ p) Ap. (para@(p@tak)@(p@nie)) Ap. (para @ (p@nie) @ (p@tak))
d) zaprzecz @ tak = nie oraz zaprzecz @ nie = tak

zaprzecz := Ab. (b @ tak @ nie) Ab. (b @ nie @ tak) Ab. (para @ tak @ nie @ b)

e) lub @ nie @ nie = nie oraz lub @ tak @ tak = lub @ tak @ nie = lub @ nie @ tak = tak

lub := Aa. Ab. (a @ tak @ b) Aa. Ab. (c@(b@tak@tak)@(b@nie@tak)) Aa. Ab. (a@b@tak)

Zad. 7. Oblicz liczebnik Churcha. Wynik zapisz cyframi.

a) 8 @ (dodaj @ 3) @ 7 d1@1
b)ztéz @ 3 @ 2 e)2@2@2
cz#éz@7 @ 8 fld@?2

a)A@2



