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Jednoznacznos$¢ rozkladu na czynniki pierwsze 1

1. W Biwerlandii w obiegu sa monety o nominatach 5 eciepecie i 8 eciepecie. Jaka naj-
mniejsza (dodatnia) kwote mozna zaptaci¢ za zakupy, jezeli sprzedawca moze wydawaé
reszte?

2. To samo pytanie, gdy w obiegu sa monety 16 i 26 eciepecie.

3. To samo pytanie, gdy w obiegu sa monety 39 i 102 eciepecie.

4. W obiegu sg monety o nominatach m eciepecie i n eciepecie, gdzie m i n sg liczbami
catkowitymi dodatnimi. Ponadto wiadomo, ze m <n oraz liczba n nie jest podzielna
przez m. Uzasadnij, ze mozna zaptaci¢ pewna kwote (dodatnia) mniejsza od m eciepecie.

5. W obiegu sa monety o nominatach m eciepecie i n eciepecie, gdzie m i n sa
liczbami catkowitymi dodatnimi. Niech k bedzie najmniejsza kwotg dodatnia, jakg mozna
zaptaci¢. Uzasadnij, ze liczby m i1 n sa podzielne przez k.

6. W obiegu sa monety o nominatach p eciepecie i n eciepecie, gdzie p jest liczba
pierwsza, a n jest liczbg catkowita dodatnia niepodzielna przez p. Uzasadnij, ze mozna
zaplaci¢ za zakupy warte 1 eciepecie.

7. Liczba p jest pierwsza, a liczba catkowita dodatnia n jest niepodzielna przez p.
Uzasadnij istnienie takiej liczby catkowitej dodatniej m, ze liczba mn daje reszte 1 przy
dzieleniu przez p.

8. Liczby catkowite dodatnie m i n sa niepodzielne przez liczbe pierwsza p. Udowodnij,
ze liczba mn jest niepodzielna przez p.
Wskazowka: Istnieja takie a i b, ze ma i nb daja przy dzieleniu przez p reszte 1, wobec
czego mnab ...

9. Iloczyn mn liczb calkowitych dodatnich jest podzielny przez liczbe pierwsza p.
Udowodnij, ze co najmniej jedna z liczb m, n jest podzielna przez p.

10. Sformutuj i udowodnij twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych
na czynniki pierwsze.
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Jednoznacznos$¢ rozkladu na czynniki pierwsze 11

11. Wyznacz wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich m, n spetniajace warunek

m2n®=27.31.5%.

Podaj najwickszy wspolny dzielnik liczb.

12. NWD(16, 202°) 13. NWD(2424, 2727) 14. NWD(48%, 5454

15. Tloczyn mn (liczb catkowitych dodatnich) jest podzielny przez 6'°°. Czy stad
wynika, ze co najmniej jedna z liczb m, n jest podzielna przez 6?7

16. Iloczyn mn (liczb catkowitych dodatnich) jest podzielny przez 8. Czy stad wynika,
ze co najmniej jedna z liczb m, n jest podzielna przez 47

17. Tloczyn mn (liczb catkowitych dodatnich) jest podzielny przez 53-3°. Dla jakiej
najwickszej liczby catkowitej d mozemy stad wywnioskowac, ze co najmniej jedna z liczb
m, n jest podzielna przez d?

18. Tloczyn mn (liczb catkowitych dodatnich) jest podzielny przez 19°-7°. Dla jakiej
najwiekszej liczby catkowitej d mozemy stad wywnioskowac, ze co najmniej jedna z liczb
m, n jest podzielna przez d?

19. Wskaz mozliwie najmniejszg liczbe calkowitg dodatnig k, dla ktorej liczba 454 - k
jest kwadratem liczby caltkowitej.

20. Wskaz mozliwie najmniejszg liczbe catkowita dodatnig k, dla ktérej liczba 20%° - k
jest szescianem liczby caltkowite;j.

21. Wskaz mozliwie najmniejszg liczbe calkowita dodatnig k, dla ktorej liczba 2828 - k
jest szescianem liczby catkowite;j.

22. lle jest takich liczb catkowitych dodatnich n <100, ze liczba n™ jest kwadratem
liczby caltkowitej?

23. Ile jest takich liczb catkowitych dodatnich n <100, ze liczba n™ jest szescianem
liczby catkowitej?

-2- Jarostaw Wroblewsks: Ko6tko matematyczne 2018/19, klasa 7



Instytut Matematyczny UWr Obéz (25.02-1.03.2019) www.math.uni.wroc. pl/NJWr/SPQO 18

Zadania na kolorowanie, podzialy figur

24. Czy szachownice 8 X8 z usunietymi dwoma przeciwleglymi polami naroznymi
mozna pokry¢ kostkami domina o wymiarach 1 x2 7

25. Pola planszy sa kwadratami jednostkowymi. Dwa pola moga mie¢ wspolny bok,
wspolny wierzchotek lub tez moga nie mie¢ punktéw wspolnych. Z kazdego pola mozna
dojs¢ na kazde inne ruchem wiezy. Pola planszy sa pomalowane na biato i czarno, przy
czym pola sagsiadujace bokiem majg rézne kolory. Pol biatych jest tyle samo, co czarnych.
Czy stad wynika, ze plansze mozna pokry¢ kostkami domina o wymiarach 1 x2 7

26. Plansza (jak w zadaniu poprzednim) ma 10 pdl (5 bialych i 5 czarnych). Czy
stad wynika, ze na planszy mozna potozy¢ ”po kratkach” 4 kostki domina o wymiarach
1x27

27. Plansza (jak w zadaniach poprzednich) ma 10 p6l (5 biatych i 5 czarnych). Czy
stad wynika, ze plansze mozna pokry¢ szeScioma paskami papieru o wymiarach 1 x2 7

Paski papieru musza by¢ utozone ”po kratkach” i nie moga wystawacé poza plansze, ale moga
na siebie nachodzié¢ (czyli jedno pole moze byé pokryte wielokrotnie).

28. Szachownice 8 x 8 pokryto kostkami domina o wymiarach 1 x 2. Udowodnij, ze
kostek utozonych poziomo jest parzyscie wiele.

Kostka utozona poziomo to kostka, ktorej diuzszy bok jest rownoleglty do dolnego boku
szachownicy.

29. Szachownice 6 x 6 pokryto kostkami domina o wymiarach 1x 2. Udowodnij, ze
szachownice mozna podzieli¢ na dwa prostokaty tak, aby linia podziatu nie rozcinata
zadnej kostki domina.

30. Czy szachownice 8 x 8 z usunietym polem naroznym mozna pokry¢ klockami
triomina o wymiarach 1x3 7

31. Czy szachownice 10 x 10 mozna pokry¢ klockami tetromina o wymiarach 1 x4 7

32. Czy szachownice 19 X 19 z usunietym polem naroznym mozna pokry¢ klockami
pentomina o wymiarach 1 x5 ?

33. Czy szachownice 19 x 19 z usunietym centralnym polem mozna pokry¢ klockami
pentomina o wymiarach 1x5 ?
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Uklady rownan

Rozwiaz podane uktady réwnan w liczbach rzeczywistych x, y.

20+3y = 19 r = 1>
Y 35. Y
3r+2y = 16 y = 22°
r = o3 = 22
36. Y 37. Y
y = 323 y+7 = (z+1)?
x4y = 1 24y = 0
38. Y 39. Y
?+y? = 1 iyt = 8
562 = 92 3 ZL’S = 92 5
40. Y 41. Y
5(73 — 2y5 ZL’5 — 2y7

Rozwiaz podane uktady réwnan w liczbach rzeczywistych x, y, z.

r+y+z = 6 y = 222
42. { r+2y+3z = 14 43. z = 3
r+y—z = 0 r = 5z°
y = 222 y? = 223
44. z = 23 45. 2 = 2P
r = 22° P = 277

Wyznacz takie rézne liczby catkowite dodatnie a, b, ¢ spelniajace podany uktad row-
nan, aby suma a-+ b+ ¢ byta mozliwie najmniejsza.

b2_&2 — 02—b2 b2—a2 — 62—b2
46. 47.
b—a 2

= 2(c—0) (b—a) = 3(c—0b)
al+b = &2 a’+ab+b? = 2
49.
b—a = c¢—b b—a = c—b
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Zasada szufladkowa Dirichleta

50. Dany jest 120-kat foremny wpisany w okrag o promieniu 1. Pewnych 61 wierz-
chotkéw tego 120-kata pomalowano na czerwono. Udowodnij, ze pewne dwa czerwone
punkty sa odlegte o 2.

51. Przy zalozeniach jak wyzej udowodnij, ze pewne dwa czerwone punkty sa odle-
glte o 1.

52. Przy zatozeniach jak wyzej udowodnij, ze pewne dwa czerwone punkty sa odle-
gle 0 /2.

53. Przy zatozeniach jak wyzej udowodnij, ze pewne trzy czerwone punkty wyznaczaja
tréjkat prostokatny.

54. Dany jest 120-kat foremny wpisany w okrag o promieniu 1. Pewnych 41 wierz-
chotkéw tego 120-kata pomalowano na czerwono. Udowodnij, ze pewne dwa czerwone
punkty sa odlegle o /3.

55. Dany jest 120-kat foremny wpisany w okrag o promieniu 1. Pewne 42 wierzchotki
tego 120-kata pomalowano na czerwono. Udowodnij, ze pewne trzy czerwone punkty
wyznaczaja trojkat majacy co najmniej jeden kat 60°.

56. Dany jest 120-kat foremny wpisany w okrag o promieniu 1. Pewnych 50 wierz-
chotkéw tego 120-kata pomalowano na czerwono. Udowodnij, ze pewne trzy czerwone
punkty wyznaczaja trojkat majacy co najmniej jeden kat 72°.

57. Dany jest 120-kat foremny wpisany w okrag o promieniu 1. Pewnych 81 wierz-
chotkéw tego 120-kata pomalowano na czerwono. Udowodnij, ze pewne trzy czerwone
punkty wyznaczaja trojkat réwnoboczny.

58. Dana jest liczba naturalna n > 1 oraz liczby catkowite dodatnie ay, as, as, ...ap41.
Udowodnij istnienie takich liczb calkowitych dodatnich i j nie wiekszych od n+1,
ze liczba a; —a; jest podzielna przez n.

59. Dana jest liczba naturalna n > 1 oraz liczby catkowite dodatnie ay, as, as, ...asp11.
Udowodnij istnienie takich réznych liczb catkowitych dodatnich ¢, j, k nie wiekszych
od 2n+1, 7e liczba (a; —a;)* + (a; —ax)* + (ar — a;)” jest podzielna przez n.

60. Pewnych 8 wierzchotkéw 55-kata foremnego pomalowano na czerwono, a nastepnie
kazde dwa czerwone punkty potaczono odcinkiem. Udowodnij, ze pewne dwa narysowane
odcinki maja taka sama dtugosc.

61. Pewnych 11 wierzchotkow 55-kata foremnego pomalowano na czerwono, a na-
stepnie kazde dwa czerwone punkty potaczono odcinkiem. Udowodnij, ze pewne trzy
narysowane odcinki majg taka sama dlugosc.

62. Wewnatrz kwadratu o boku 10 wybrano 101 punktéow. Udowodnij, ze pewne dwa
z tych punktéw sa odlegte o mniej niz 3/2.

63. Na ptaszczyznie zaznaczono 5 punktéow kratowych. Udowodnij, ze mozna wybraé
takie dwa z nich, ze érodek odcinka, ktory je taczy, jest punktem kratowym.

Punktem kratowym nazywamy punkt o obu wspoélrzednych catkowitych — na papierze
w kratke punktami kratowymi sa naroza kratek.
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Kongruencje

DEFINICJA: Niech m >0, a, b beda liczbami catkowitymi. Powiemy, ze a przystaje
do b modulo m, co zapisujemy
a=b (mod m),

wtedy i tylko wtedy, gdy réznica a —b jest podzielna przez m.

64. Udowodnij, ze jezeli a=b (mod m) oraz ¢=d (mod m), to

a+c=b+d (mod m).

65. Przy tych samych zalozeniach udowodnij, ze ac =bd (mod m).

66. Udowodnij, ze jezeli a=0b (mod m) oraz a=0b (mod n), gdzie m, n sa wzglednie
pierwsze, to

a=b (mod mn).
67. Udowodnij, ze jezeli a=b (mod m) oraz a=b (mod n), to
a=b (mod NWW(m,n)).

68. Udowodnij, ze jezeli ac=bc (mod m), gdzie liczby m, ¢ sa wzglednie pierwsze, to
a=b (mod m).

69. Oblicz reszte z dzielenia iloczynu 207-307-407-507 przez 101.

70. Oblicz reszte z dzielenia liczby 36 przez 17.

71. Oblicz reszte z dzielenia liczby 3*® przez 11.

72. Potacz liczby od 2 do 9 w pary (a, b) spelniajace warunek ab=1 (mod 11).

73. Wyznacz reszte z dzielenia liczby 10! przez 11.

74. Potacz liczby od 2 do 11 w pary (a, b) spelniajace warunek ab=1 (mod 13).

75. Wyznacz reszte z dzielenia liczby 12! przez 13.

76. Potacz liczby od 2 do 15 w pary (a, b) spelniajace warunek ab=1 (mod 17).

77. Wyznacz reszte z dzielenia liczby 16! przez 17.

78. Dane sg takie liczby calkowite dodatnie a, b, m, ze liczby a®+b3 oraz a® +b° sg
podzielne przez m. Udowodnij, ze liczba a'' 4-b'! jest podzielna przez m.

79. Dane sg takie liczby catkowite dodatnie a, b, m, ze liczby a®+b? oraz a®+ 2b* sa
podzielne przez m. Udowodnij, ze liczba a'® —8b'* jest podzielna przez m.

80. Na potrzeby tego zadania liczbe catkowityg dodatnig m nazwiemy cudowng, jezeli
dla kazdych liczb catkowitych speliajacych warunek

a®>=b* (mod m)

zachodzi
a=0b (mod m) lub a=—b (mod m).

Ktoére liczby sa cudowne, a ktore nie?
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