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Percy Alexander MacMahon
(1854-1929)

* urodzony ha Malcie

* Syn generata brygady

* Cheltenham College i Krélewska
Akademia Wo jskowa w Woolwich

» od 1873 roku oficer artylerii w Indlach

« 1877 r. zachorowat i powracit do Anglii,
co uratowato go przed udziatem w krwawych
konfliktach w Afganistanie




« 1880 zapisat sie do Advanced Class for Artillery
Officers w Woolwich (dwuletni kurs obejmujacy
przedmioty techniczne i jezyk obcy)

* po ukonczeniu kursu awans na stopien kapitana
stanowisko instruktora w Krélewskiej Akademii
Wojskowe|

* poznat Alfreda George'a Greenhilla - profesora
matematyki w Royal Artillery - i zainteresowat sie
teorig niezmiennikow (m. in. Arthur Cayley)

* 1898 wycofat sie z wojska



» 1890 wybrany do Towarzystwa Krolewskiego w
Londynie

» odznaczony: Royal Medal 1900, Sylvester Medal
1919, Morgan Medal 1923

* prezydent London Mathematical Society 1894-1896
e gubernator Winchester College

» sekretarz Brytyjskiego Stowarzyszenia na rzecz
Postepu Naukowego

« doktoraty honorowe: Trinity College w Dublinie,
Cambridge i Aberdeen
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Znany przede wszystkim z prac z kombinatoryki
(P. A. MacMahon, Combinatory analysis, 2 vols,
Cambridge University Press, 1915-16).
Pasjonowato go zagadnienie partycji liczb.




Badanie partycji liczby naturalnej to jedno
Z najstynniejszych zagadnien z pogranicza
kombinatoryki i teorii liczb. Partycje to wszystkie
sposoby przedstawienia tej liczby w postaci sumy
sktadnikow catkowitych dodatnich (porzadek
sktadnikow nie gra roli, dopuszczamy sumy
zawierajace tylko jeden skiadnik).
Na przyktad liczba 4 ma pieé partycji:
1+1+1+1, 1+1+2 2+2 1+ 3 4

Liczbe wszystkich partycji liczby noznacza sie
p(n) i mamy np. p(4) = 5






Nietrudno sprawdzié¢, ze

n5) =7 p6)=11.

Wartosci p(n) rosng bardzo szybko,
p(100) = 190569292
p(1000) =
24061467864032622473692149727991

Nie ma prostego wzoru, ktory pozwalatby
wyzhaczy¢ p(n).
To utrudnia zycie rowniez
fizykom czastek elementarnych.
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Nie, ja to zrobis:










Srinivasa Aiyangar Ramanujan
odkryt miedzy innymi
nastepujace zaleznosci:

p(5k+4) =0 (mod5)
p(7k+5) =0 (mod 7)
p(11k+6) =0 (mod11)

Zauwazyt to, ogladajac tablice wartosci p(n)
dla n mniejszych od 200. Potem zas
udowodnit, ze to ogdlna prawidtowosc,

a nie tylko dziwny przypadek.



Moj Boze.
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Gian-Carlo Rota (amerykanski matematyk
i filozof) we wstepie do I tomu dziet
zebranych MacMahona

.Lt would have been fascinating to
be present at one of the battles of
arithmetical wits at Trinity College,
when MacMahon would regularly trounce
Ramanujan by the display of superior
ability for fast mental calculation”



Percy Alexander MacMahon
autor artykutdéw dotyczacych matematyki
rekreacyjnej oraz ksigzki z rozrywkami
matematycznymi, Cambridge 1921

NEW CLASSIC REPRINT SERIES
MATHEMATICAL
PASTIMES NEW
MATHEMATICAL
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W ksigzce tej rozwaza miedzy innymi
uktadanki powstate na bazie wielokatow
foremnych, podzielonych na
przystajace czesci odcinkami faczacymi
wierzchotki odpowiedniego wielokata ze
Srodkiem okregu opisanego na nim.
Powstate w ten sposdb czesci
wielokatéw kolorujemy n kolorami,
otrzymujac zestawy kolorowych
.Klockow", .ptytek” (lub .kamieni” -

w hawigzaniu do kamieni domina)



.kolory" sq zastagpione zostaty liczbami
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MacMahon podaje wzory na liczby
kamieni w zestawie,K w zaleznosci od
liczby bokow wielokata foremnego oraz
liczby dopuszczalnych kolorow.

Odwotuje sie do podrecznika Eugene
Netto, ,Lehrbuch der Combinatorik”
(Leipzig, Verlag von B.G.Teubner, 1901)



Jesli uzyjemy n kolorow, to otrzymamy
uktadanki sktadajace sie odpowiednio z

1
En(n2 +2)

kamieni w przypadku tréjkata,

%n(n +1)(n* —n + 2)

kamieni w przypadku kwadratu,



1 4
-nn* +4)
5
kamieni w przypadku pieciokqta,
1 4 3 2
gn(n+ 1)(n* —n° +n° + 2)
kamieni w przypadku szesciokqta,
1 6
;n(n + 6)

kamieni w przypadku siedmiokqgta.



Jak pisze MacMahon: znajacy sie na
matematyce czytelnik z pewnosciq
zauwazy, ze jesli wielokat ma p bokédw,
gdzie p jest liczbq pierwsza, to liczba
kamieni w uktadance wynosi

1
;n(n”‘1 +p—1)



Nie odwotujqac sie do zadnych
podrecznikow, mozna wzory podane
przez MacMahona wyprowadzié
.ha piechote”.

Na przyktad rozwazajac kamienie
trojkatne i uzywajac n kolorow
otrzymujemy:



n kamieni jednokolorowych

2 - (;’) kamieni
dwukolorowych

A A kamlem
‘rrzykolorowych




Zliczajac wszystkie tréjkatne kamienie
otrzymujemy wiec:

n+2-(’§)+i!-(2’) .

:"+2'2!(n—2)! | 2’3!(n—3)!
=n+n-—1)n- (n—Z)gn—l)n
& In+3n—1)n+n—-2)(n—1)n

3

o n(n® + 2)
o ! ,




Jeden z rozdziatow, pod tytutem ,SQUARE
PASTIMES", poswiecony jest
w catosci uktadance powstatej na bazie
KWADRATU, podzielonego przekatnymi na
cztery czesci, ktore sq odpowiednio
pokolorowane z uzyciem n koloréw.
Ze wzoru in(n +1)(n* — n + 2) wynika,

ze dla kolejnych n otrzymujemy

1, 6, 24, 70, 165, 336..

kwadratowych kamieni w komplecie.



uktadanka z 6 kamieni X LA X
mato ciekawa <

70 kamieni - to zdecydowanie za duzo...
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..i pewnie dlatego
MacMahon wybrat
wersje z tfrzema
kolorami i Tym samym
z 24 kamieniami.
Niektore z kwadratow
sq jednokolorowe
(jest ich 3),

niektore dwukolorowe
(jest ich 12),

a niektore trzykolorowe
(jest ich 9).

| Nalala




MacMahon rozwaza réozne sposoby
zestawiania ze sobag kamieni:

- system C1 1 1 oznacza, ze stykaja sie ze
sobg boki jednakowego koloru, tzn. 1 z 1,
222,323,

- system C1 7 oznacza, ze boki stykaja sie
ze sobq wedtug zasady: 1 z 1, 2 z 3,

- system € 1 oznacza, ze boki stykaja sie
ze sobq wedtug zasady: 1 z 2, 3 z 3.



W kazdym z tych systemow mozna wytozyé
wszystkie kamienie, budujac wieloboki o
przeroznych ksztattach.

Przyktad: wieloboki zbudowane
w sysTemie 61,1,1



MacMahon proponuje jednak uktadanie nie
dowolnych wielobokow, ale
kwadratow o wymiarach 6 x 4.

Przy 24 kwadratach mamy 24 x 4 = 96
czesci, co nam daje 96 : 3 = 32 czesciw
kazdym z trzech uzytych koloréw. Poniewaz
32 jest liczbqg parzysta, a prostokat 6 x 4
ma 20 ,.czesci brzegowych”,
wiec w systemie €111 kazdy z trzech
koloréw musi sie pojawic na brzegu
parzysta liczbe razy.



MacMahon rozwaza wiec w systemie Cq 14
14 typow brzegow:

OZNACZENIE | KOLOR | KOLOR

1 2
Banoo 20 D
Bigsn 18 2
Bisin 16 4
Bigaz 16 2
Bisen 14 6
Bigan 14 4
Bisan 12 8
Bisan 12 6
Bisaa 12 4

Bio1i0.0 10 10
Bingsz 10 8
Bipnsa 10 6
Baga 8 8
Bgeo 8 6




Prostokaty o brzegach w kazdym z tych

typow sa mozliwe do utozenia, choC nie
wszystkie sq rownie fatwe.

Jako przyktad MacMahon podaje prostokat

o brzegu typu
B1610.0-
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MacMahon twierdzi, ze czytelnik nie
powinien mie¢ probleméw z utozeniem

prostokata z brzegiem typu B3g g o, czyli
jednokolorowym, ale bedzie to na pewno
wymagac namystu oraz sprytu
i pomystowosci!

Takich prostokatow o catkiem roznych
trzykolorowych wzorach jest az 13 328, ale
wcale nietatwo utozyé ktorykolwiek z nich!



Przy uktadaniu powstaja mate jednokolorowe
kwadraty, obrdcone o 45 stopni w stosunku
do wyktadanych, zwane sq one diamentami.




Diamenty, ktore sq otoczone odmiennymi
kolorami, o diamenty-enklawy.




PROBLEMY




Ile diamentow
moze byC w zapetnionym
prostokqcie 4 x 6?

Czy zawsze tyle samo?



W zapetnionym prostokqcie
z jednokolorowym brzegiem
jest zawsze 38 diamentow,
po 16 w dwoch kolorach
oraz 6 w trzecim
(brzegowym).




Czy diamentowe
konfiguracje
mogq byc
symetryczne?



W Zzadnym z 13 328
roznych uktadow
rozmieszczenie
kolorow nie jest

symetrycznel!



Jak duze

mogq byc
jednobarwne wieloboki
ztozone z diamentow?



Jednobarwne wieloboki, ktore

pojawiajq sie w zapetnionych

prostokaqtach, ztozone sq z co
najwyzej 12 diamentow.




Tylko nieliczne z tych
~ekstremalnych”
wielobokow sq symetrycznel




Jaka moze by¢ liczba
diamentow-enklaw
(otoczonych
odmiennymi kolorami)?



Liczba pojedynczych diamentow-
enklaw, czyli otoczonych
odmiennymi kolorami, nie moze by¢
mniejsza niz 3 i wieksza niz 13.




Na bazie kwadratow
MacMahona amerykanski
inzynier i matematyk
Wade Edward Philpott
(1918-1985) stworzyt
uktadanke Multimatch I.

Byt pionierem w wykorzystywaniu programow
komputerowych do znajdowania prostokatow
6 x 4 o jednokolorowym brzegu, badat
rowniez symetryczne ksztahy, ktore mogq
sie pojawia¢ w takich prostokatach.



W. E. Philpott wspétpracowat z
KADRON ENTERPRISES, ktora w 1982
rozpoczeta masowq produkcje tekturowe
wersji uktadanki Multimatch I, w 1989
zastapiono ja wersja akrylowa,

Uktadanka byta sprzedawana wraz z ksigzka,

ktora opisywata 30 lat badan W. E. Philpotta

nad trzykolorowymi kwadratami MacMahona

oraz zawierata zasady kilku gier, opartych na
zestawie tych kwadratow.
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PRZYKLtADOWA GRA

Dwaj gracze po kolei umieszczajq kamienie na
planszy 5x5. Krawedzie muszq sie zgadzad,

a pierwszy kamien
planszy okres

Gracz wyktada
_kamief - wygrywa.

umieszczony na krawedzi
a kolor tej krawedzi.
acy na plansze ostatni




Uktadanke uczniowie moga zrobic
samodzielnie,
drukujac na
grubym papierze
| wycinajac...




..lub pomalowaé drewniane ptytki (wersja
znacznie trwalsza ale i pracochtonna)
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Kwadraty MacMahona stuzq
jednak nie tylko do zabawy!

W 1900 roku David Hilbert zaprezentowat

23 fundamentalne prob

emy matematyczne.

Jedna z czesci 18. problemu mozna
sformutowaC w postaci pytania: czy isthieje
wielobok pokrywajacy nieskonczonqg
ptaszczyzne tylko w sposob nieokresowy?



W 1961 roku Hao Wang
(amerykanski logik,
filozof i matematyk
poch. chinskiego)
rozwazat kwadratowe
domina (czyli kwadr'a‘ry
MacMahona) i postawit @
hipoteze, ze kazdy skonczony zestaw
kamieni domina pokrywajacy ptaszczyzne
moze pokry¢ ja takze w sposdb okresowy.




Pierwszy kontrprzyktad pojawit sie
w 1996 roku i jest autorstwa
Roberta Bergera
(studenta Hao Wanga).

Zapro jektowat on 20 426 kamieni
pokrywajacych ptaszczyzne tylko
W sposob hieokresowy.

Wkrotce udato mu sie zredukowaé
liczbe kamieni do 104.



Kolejne kontrprzyktady
(z coraz mniejszq liczbg kamieni):
1977 - Robert Amman
(matematyk amator, programista)
16 kamieni

w 6 kolorach . ! . E




Nieokresowe pokrycie ptaszczyzny
kamieniami Roberta Ammana




1996 - Jarkko Kari
(finski matematyk i informatyk)

14 kamieni w 6 kolorach




1996 - Karel Culik IT
(amerykanski matematyk poch. czeskiego)

13 kamieni w 5 kolorach




Nieokresowe pokrycie ptaszczyzny
kamieniami Karela Culika IT
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2015 - Emmanuel Jeandel, Michael Rao
(francuscy matematyk i informatyk)

11 kamieni w 4 kolorach
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Nieokresowe pokrycie ptaszczyzny
kamieniami Jeandela i Rao
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Panowie udowodnili rowniez,
ze 10 kamieni lub 3 kolory sa
hiewystarczajace, aby zapewnic
nieokresowosc!

Tym samym zakonczyto sie wykorzystywanie
kwadratéw MacMahona do rozwigzywania
jednego z probleméw Hilberta...



Kwadraty MacMahona sq tez
inspiracjq dla tworcow!

Margaret Kepner - niezalezna artystka z
Waszyngtonu (z wyksztatcenia matematyk)
.Mdj twérczy proces polega na poruszaniu
sie pomiedzy koncepcjami matematycznymi,
ktore mnie intryguja, a tworzeniem obrazoéw
wizualnych, ktdre interpretuja te koncepcje
w interesujacy sposob”
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"The Five Faces of Jaenisch,* by Margaret Kepner (Washington, DC)



MARGARET KEPNER
Broken Dishes, Mended Edges
6" x 16"

Archival Inkjet Print
2011



Nie tylko kwadraty...
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| z Kairu...

Pieciokatne ptytk


https://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pl&prev=search&rurl=translate.google.pl&sl=en&sp=nmt4&u=https://en.wikipedia.org/wiki/File:33434_tiling_face_green.png&xid=17259,15700021,15700124,15700149,15700186,15700190,15700201,15700214&usg=ALkJrhhtn6xf0dYwbN6gp4iff6O3qi0fmg
https://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pl&prev=search&rurl=translate.google.pl&sl=en&sp=nmt4&u=https://en.wikipedia.org/wiki/File:1-uniform_9_dual.svg&xid=17259,15700021,15700124,15700149,15700186,15700190,15700201,15700214&usg=ALkJrhjxzxUbI-rv5WAZcvRQMSMgw8ssWg
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