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Zadan jest 10. Czas na rozwiazywanie: 90 min.

1. Sprzedawca awokado

Pewnego dnia pewien cztowiek sprzedawat tylko

identyczne owoce awokado. Tak zapamietal swoich

klientow:

e Pierwszy kupil 1/3 tego co miatem i jeszcze 2/3
pojedynczego owocu.

e Drugi kupit 1/3 reszty.

e Trzeci kupit 1/3 reszty i jeszcze 1/3 pojedynczego
owocu.

e Czwarty kupit 1/3 reszty i jeszcze 1/3 pojedyn-
Czego owocu.

e Piaty kupit 1/3 reszty i jeszcze 2/3 pojedynczego
owocu.

e Szosty kupit 1/3 reszty.

e Sibdmy kupit 1/3 reszty i jeszcze 1/3 pojedyn-
CZego owocl.

o Osmy kupil 1/3 reszty i jeszcze 1/3 pojedynczego
owocu.

e Dziewiaty kupil 1/3 reszty.

e Dziesiaty kupit 1/3 reszty i jeszcze 1/3 pojedyn-
CZego owocu.

e Jedenasty kupit 1/3 reszty i jeszcze 2/3 pojedyn-
CZego owocu.

e Po tym nie zostato mi juz nic.

Ile owocow sprzedat tego dnia?

2. Porzadkowanie

W standardowe]j talii kart jest 13 pikéw o warto-
sciach: 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, W, D, K, A.

Ktos utozyt na stole wszystkie piki w rzedzie, w
przypadkowej kolejnosci. Podchodzicie do stotu i
widzicie, ze piki nie sa ustawione w kolejnosci od naj-
mniejszej do najwiekszej, czyli od dwojek do asow.
Mozecie je porzadkowaé nastepujaco: W kazdym
ruchu wybieracie wg swego uznania dwie sgsiednie
karty, lezace w kolejnosci wigksza-mniejsza i zamie-
niacie je miejscami. Wymyslcie taki sposob robienia
opisanych ruchow, by — niezaleznie od poczatkowe-
go ustawienia kart — po co najwyzej 78 ruchach piki
byty uporzadkowane, od dwodjek do asow. Nie zapo-
mnijcie o doktadnym uzasadnieniu, ze przy waszej
metoda rzeczywiscie nigdy nie bedzie trzeba zrobi¢
wiecej niz 78 ruchdw.

3. Kolorowe domino

Tradycyjny komplet do gry w domino sktada si¢ z
28 ptytek, na kazdej ptytce s dwie liczby ze zbio-
ru {0,1,2,3,4,5,6} (by¢ moze takie same) i kazda
para liczb wystepuje tylko raz. Komplet ptytek do-
mina pomalowano: Jezeli obie liczby oczek na ptyce
sg réwne, to ptytka jest zielona; jezeli liczby oczek
sg rozne, to pole z mniejszg liczbg oczek jest czer-
wone a to z wieksza liczbg — niebieskie. Do pustego
worka chcemy wrzuci¢ niektére ptytki domina w
taki sposob, by spetniony byly trzy warunki:

(1) W worku nie ma zielonych ptytek.

(2) Jesli jaka$ liczba oczek pojawia sie w worku
na czerwonym polu, to nie pojawia si¢ na polu
niebieskim innej ptytki w worku.

(3) Dla kazdej ptytki p w worku, do worka wrzu-
cona jest tez kazda plytka, ktéra ma w czerwo-
nym polu nie wiecej oczek niz znajdujacych sie
w czerwonym polu plytki p, a jednoczesnie w
niebieskim polu — nie mniej oczek niz tych w
niebieskim polu ptytki p.

Na ile sposoboéw mozemy stworzy¢ tak opisany, nie-
pusty worek z ptytkami?

4. Odwazniki
Rafal ma po jednym odwazniku o wadze (w gra-
mach): 1, 4, 16, 64, 256. Kasia ma po jednym od-
wazniku o wadze: 2, 8, 32, 128 i 512. Tomek — po
jednym odwazniku o wadze: 1, 2, ..., 1000. Dzieci
maja do tego pusta wage szalkowa. Najpierw To-
mek ktadzie jeden swéj odwaznik na szalce lewej
lub prawej. Nastepnie Rafal i Kasia wspolnie stara-
ja sie doprowadzi¢ do rownowagi, przy czym Rafat
moze ktas¢ swoje odwazniki tylko na lewej szalce, a
Kasia — tylko na prawej. Zaréwno Rafal jaki i Kasia
moze na swojej szalce potozy¢ tyle swoich odwazni-
kéw, ile chee, moze tez nic nie potozy¢. Nazwijmy
odwaznik Tomka dobrym, jesli Tomek moze wybrac
dla niego szalke tak, by po jego potozeniu Kasia
i Rafal byli w stanie doprowadzi¢ do réwnowagi.
Ktére odwazniki Tomka sg dobre?
Jesli nie potraficie wyznaczy¢ wszystkich, znajdzcie
ich jak najwiecej (oczywiscie z uzasadnieniem, ze sa
dobre). Im wiecej dobrych odwaznikéw wyznaczycie
— tym wiecej punktéw czeSciowych mozecie zdoby¢.
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5. Trzy siostry

Ksigze Kirkor przybywa do chaty siéstr: Aliny, Bal-
ladyny i Celiny. Jedna z siéstr (nie wiadomo ktéra)
zawsze klamie, jedna zawsze mowi prawde, a jedna
— czasem klamie, czasem mowi prawde, a w nocy
zmienia sie w wilka. Ksiaze pragnie poslubi¢ jedna
z siostr, ale nie chce poslubi¢ wilkotaka. Przed do-
konaniem wyboru moze zada¢ jedno pytanie jednej
z siostr. Musi by¢ to pytanie, na ktoére odpowie-
dzia jest ,tak” lub ,nie”. Jakie pytanie powinien
zadaé¢, aby po uzyskaniu odpowiedzi moc oswiad-
czy¢ sie jednej z siostr bez narazania sie na $lub z
wilkotakiem?

6. Gra w skres$lanie
Na tablicy zapisano wszystkie liczby catkowite z
przedziatu [—99,99]. Adas i Basia graja w gre po-
legajaca na tym, ze na przemian skreslajg po jed-
nej liczbie z tablicy, przy czym przegrywa ten, kto
pierwszy spowoduje, ze suma wszystkich skreslo-
nych liczb bedzie zerem. Czy ktore$ z nich ma stra-
tegie wygrywajaca, a jesli tak, to jaka?
Przez strategie wygrywajaca rozumiemy taki sposob
gry, ze gwarantuje zwyciestwo nawet z przeciwni-
kiem, ktory nie popelnia btedéw.

7. Piesek Epsylon

Przy prostoliniowej drodze, w réwnych odstepach
5-metrowych stoja latarnie, ponumerowane kolejno
liczbami od 1 do 20. Bardzo maty piesek Epsy-
lon oznaczyt wtasnie psim zwyczajem latarni¢ nr
11 i planuje oznaczy¢ wszystkie pozostate (z kto-
rych zadnej jeszcze nie oznaczyl). Robi to w ten
sposob, ze wybiera zawsze latarni¢ jeszcze nieozna-
czong, biegnie do niej po prostej i oznacza ja, itd.
Ile metréw ma najkrétsza mozliwa trasa pieska?
Nie zapomnijcie o uzasadnieniu, ze krotsza by¢ nie
moze.

8. Piesek Reksio

Przy prostoliniowej drodze, w réwnych odstepach
5-metrowych stoja latarnie, ponumerowane kolejno
liczbami od 1 do 11. Bardzo maly piesek Reksio
podbiegt wlasnie do $érodkowej latarni, czyli tej o
numerze 6 i zamierza psim zwyczajem oznaczy¢
wszystkie 11 latarni. Robi to w ten spoob, ze wy-
biera zawsze latarni¢ jeszcze nieoznaczona, biegnie
do niej po prostej i oznacza ja, itd. Ile metrow ma
najdlusza mozliwa trasa pieska? Nie zapomnijcie
o uzasadnieniu, ze dtuzsza by¢ nie moze.

9. Szkota na zboczu
Na zboczu wybudowano szkote. Segmenty tworzace
budynek szkoly maja rézne liczby pieter, co poka-
zuje ponizszy rysunek.

Pierwszy segment jest parterowy, drugi jest jedno-
pietrowy, trzeci — dwupietrowy, czwarty — trzypie-
trowy, piaty — trzypietrowy, szosty — dwupietrowy,
siddmy — jednopietrowy, a é6smy — parterowy. W
szkole jest 20 pomieszczen, na rysunku widocznych
jako prostokaty. Z danego pomieszczenia mozna
przejs¢ do sagsiedniego pomieszczenia: albo idgc w
dol, albo w gore, albo w prawo (o ile to mozliwe).
Na ile sposobéw mozna dojsé z pierwszego po lewej
segmentu do pomieszczenia w é6smym segmencie,
nie wracajac nigdy do pomieszczenia, w ktorym juz
bylismy?

Gdyby szkota wygladala jak na rysunku ponizej,

to réznych drog dojécia z pierwszego segmentu do

pomieszczenia w pigtym segmencie byloby 4.

10. Talerze

Restauracja Oktagon stynie z
talerzy w ksztatcie osmioka-
ta, ktorego krotsze boki maja
po 10 cm, a dtuzsze 10v/2 cm
(patrz rysunek).
Pewnego dnia matematyk, dorabiajacy w niej ja-
ko kelner, zblizajac si¢ do prostokatnego stotu o
wymiarach 90 cm x 180 cm, ktéry wiltasnie miat
nakrywac, dostrzegl na obrusie 6 matych plam. Nie
majac czasu na wymiane obrusa, roztozyt talerze
tak, by przykry¢ wszystkie plamy. Udowodnijcie, ze
dla dowolnego uktadu 6 plam (traktowanych jako
punkty) takie roztozenie talerzy jest mozliwe. Za-
ktadamy, ze zadna plama nie znajduje si¢ blizej niz
10 cm od krawedzi stotu, zas aby talerz nie spadt
ze stotlu, wystarczy by na stole (wliczajac krawedz
stotu) znajdowal sie §rodek talerza.
Talerze moga sie stykaé, ale nie moga na siebie na-
chodzi¢. Jedli plama lezy pod brzegiem talerza, to
tez jest zakryta.



SZKICE ROZWIAZAN

1. Sprzedawca awokado
Odpowiedz: 100
Rozwigzanie: Rozwigzujemy od konca. Przed ostatnim klientem byto x1; owocéw, klient kupit 1/3x; +
2/3 i nic nie zostalo, wiec 13 — 1/3z1; +2/3 = 0. Stad x;; = 1. Analogiczne réwnanie uktadamy dla
kolejnego klienta (tylko zamiast nic zostaje wezesniej wyliczona liczba awokado):
210 — 1/3w10 + 2/3 = 211, czyli 219 = 2. [ tak dalej. Otrzymujemy kolejno xg = 3, g =5, 27 = 8, g = 12,
x5 =19, x4 =29, x3 = 44, x5 = 66, x1 = 100.

2. Porzadkowanie

Rozwigzanie:

Kazde sortowanie babelkowe n w najgorszym przypadku da (g) ruchow, ale najprosciej wskazac¢ tatwy
do uzasadnienia sposob, np. taki: Zawsze wybieramy karte o najwyzszej wartosci, ktora nie jest jeszcze
na swoim docelowym miejscu i zamieniamy jg z karta po prawej. Wtedy karta najwyzsza trafi na swoje
miejsce po co najwyzej n — 1 ruchach, druga od gory po co najwyzej n — 2 ruchach, itd. Dla 13 kart
ruchow jest co najwyzej 12+ 11+ ...4+1=1T78.

3. Kolorowe domino
Odpowiedz: 63
Rozwigzanie: Rozwazmy dozwolony worek z ptytkami. Kazda ptytke z worka, z liczbami z,y, gdzie
x >y, zaznaczamy jako punkt kratowy o wspolrzednych (x,y). Z warunku (2) wynika, ze brzeg zbioru
wybranych punktow kratowych tworzy ,schody”, oparte na osi OX i o prawy bok kraty — jeden z przyktadow
jest na ponizszym rysunku.
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Oba warunki (2) i (3) implikuja, ze te schody mieszcza sie w prostokacie nie posiadajacych punktéw
wspoélnych z prostg y = x, o jednym wierzchotku w prawym dolnym rogu kraty; nazwijmy taki prostokat
dobrym. Oto doktadniejsze uzasadnienie: Jesli w worku jest ptytka (z,y), to (3) méwi, nie ma w nim
plytek postaci (y, z). Ponadto z (2) wynika, ze w worku sa wszystkie (z,y) dla ¢y < y i ponownie z
(3) otrzymujemy, ze nie ma w worku (¢/, z) dla ' < y i dowolnych z. Podobna argumentacja wzgledem
pierwszej wspolrzednej prowadzi do wniosku, ze w worku nie ma (z,z’) dla 2’ > x i dowolnych z. Jesli
zatem x( jest najmniejsza niebieska liczba w worku, a yo — najwieksza czerwona, to xy > 1. Zatem
wszystkie ptytki mieszcza sie w dobrym prostokacie o przeciwleglych wierzchotkach (¢, o) 1 (6,0). Dobry
prostokat moze byc zdegenerowany do odcinka lub nawet punktu (6, 0).

7, drugiej strony — kazde schody mieszczace sie w dobrym prostokacie wyznaczaja worek ptytek,
spetniajacy warunki zadania: wrzucamy co worka kazda ptytke odpowiadajacag punktowi kratowemy
schodow, uwzgledniajac wnetrze schodéw. Zatem wystarczy policzy¢, na ile sposobéw mozemy utworzy¢
schody zawarte w dobrym prostokacie.

Zauwazmy, ze kazdy dobry prostokat ma sume dtugosci i wysokosci mniejsza niz 6, zas przejécie schodami
mozemy zakodowa¢ w postaci ciagu binarnego: 0 oznacza ruch w lewo, 1 oznacza ruch w goére. Wszystkich
ruchow robimy co najwyzej 5, liczba zer pozwala jednoznacznie wyznaczy¢ punkt startowy na dolnym
boku kraty (i dobrego prostokata), za$ liczba jedynek — szczyt schodow, na prawym boku kraty. Kazdy
cigg binarny dtugosci co najwyzej 5 wyznacza schody mieszczace sie w jakim$ dobrym prostokacie i na
odwroét — kazdym schodom zawartym w jakims dobrym prostokacie odpowiada cigg binarny dtugosci co
najwyzej 5. Dzielac na przypadki wzgledem dtugoéci ciggu binarnego, otrzymujemy, ze liczba rozwazanych
schodéw wymnosi 2° 4+ 24 4+ 23 +22 + 21 +1 =20 — 1 = 63.



4. Odwazniki

Odpowiedz: 1, 2, ..., 682

Rozwigzanie:

Dobrych odwaznikow jest tyle, ile jest roznic bezwzglednych miedzy waga odwaznikéw z lewej i prawej
szalki. Roznice wag mozna zapisa¢ jako 10-bitowa liczbe w systemie negabinarnym — pozycyjnym o
podstawie -2 — w ktérym np. 1101 oznacza —8 + 4 + 1, co odpowiada postawieniu na szalce Rafata
odwaznikéw 1 i 4, a na szalce Kasi — odwaznika 8.

Zauwazmy, ze w systemie negabinarnym iloczyn —2 i liczby o zapisie bitowym abcd ma zapis abedO.
Stad otrzymujemy nastepujacy algorytm zapisu liczby catkowitej n w systemie negabinarnym (algorytm
znajduje bity od najmniej znaczacego poczawszy):

Dopéki n nie jest zerem: zapisz n jako —2m + r, gdzie r to 0 lub 1; wypisz r, a za nowa wartos¢ n
przyjmij m.

Uwaga: Gdy n = —1, to po jednokrotnym przejéciu petli otrzymamy wartos¢ 1, a w pozostatych
przypadkach n w kazdym obrocie petli zbliza sie do 0, wiec algorytm sie zakonczy i otrzymamy szukany
zapis.

Zapis negabinarny mozna uzyskaé takze ze zwyklego dwéjkowego, zamieniajac dwojke (jesli bit dwdjek
to 1) na 4 — 2, czyli ustawiajac 1 jako bit o wadze —2 i dodajac warto$¢ 4 do czesci zapisu na lewo.
Analogicznie postepujemy nastepnie z 6semka itd. Poniewaz zapis dwojkowy kazdej liczby jest skonczony,
rowniez to postepowanie kiedys sie skonczy.

Zauwazmy na koniec, ze jesli na n bitach mozemy zapisaé liczby catkowite z przedziatu [z, y], to na
n + 1 bitach — liczby z przedziatu [—2y, —2x + 1], wiec startujac z przedziatu [0, 1] dla 1 bitu, dochodzimy
do przedziatu [—682,341]. Zatem dobre odwazniki Tomka to te o wadze 1,2, ...,682.

Ciekawostka: taki systemu zapisu liczb odkryt (choé nie jako pierwszy) polski matematyk, prof. Pawlak
i uzyto go w latach 60. XX w. do projektowanych w Polsce komputeréw.

5. Trzy siostry

Odpowiedz: np.

Celino, co bys$ odpowiedziala, gdybym zapytal cie, czy Balladyna jest wilkotakiem?

Rozwigzanie:

Kirkor moze za pyta¢ zapyta¢ Celine: ,,Co bys odpowiedziata, gdybym zapytal cie, czy Balladyna jest
wilkotakiem?”. Jesli odpowiedzig bedzie , Tak” — powinien o$wiadczy¢ sie Alinie. Jesli odpowiedzia bedzie
,Nie” — powinien o$wiadczy¢ sie Balladynie.

Jesli Celina nie jest wilkotakiem, Kirkor moze liczy¢ na to ze odpowiedz na jego pytanie bedzie zgodna
z tym, czy Balladyna jest wilkotakiem, gdyz Celina albo zawsze méwi prawde albo zawsze ktamie (i wtedy
zadziata podwéjne zaprzeczenie). Jedli za$ Celina jest wilkolakiem, to jej odpowiedZ nie ma znaczenia, ale
slub z dowolna z jej siostr jest bezpieczny.

6. Gra w skre$lanie

Odpowiedz: wygra Basia

Rozwigzanie:

Jedli w pierwszym ruchu Adas skredlit zero, to od razu przegral. Jesli skredlit liczbe = rézng od zera,
Basia skresla zero. W swoim drugim ruchu Adas nie moze wiec skredli¢ liczby —xz (ani zera, ktére zostato
juz skreslone), skresla zatem jakas liczbe y (rézna od 0 i od —x). Wéwczas Basia skresla —y i Ada$ jest w
podobnej sytuacji co przed poprzednim swoim ruchem, tylko do wyboru ma o dwie liczby mniej. I tak
dalej. Ostatecznie Basia doprowadzi do sytuacji, gdzie Adasiowi zostanie do skreslenia tylko —z, i w tym
momencie Adas przegra.




7. Piesek Epsylon
Odpowiedz: 28 - 5 = 140
Rozwigzanie: Przyjmijmy, ze mierzymy tras¢ w jednostkach 5-metrowych. Niezaleznie od trasy pieska,
jesli Epsylon z dwoch skrajnych latarni najpierw oznaczy x a potem y, to przebiegnie odlegto$¢ rowna co
najmniej |z — 11| 4+ |z — y|. Zatem kazda trasa liczy co najmniej min(10 4 19,9 + 19) = 28 jednostek.
7 drugiej strony, piesek moze te 28 jednostek przebiec: Najpierw z latarni nr 11 do 20 i potem z 20 do
1, zatryzmujac sie kolejno przy wszystkich poza 11.

8. Piesek Reksio

Odpowiedz: 60 -5 = 300

Rozwigzanie: Przyjmijmy, ze mierzymy trase w jednostkach 5-metrowych. Odcinek miedzy sgsiednimi
latarniami j, j + 1 piesek przebywa wtedy i tylko wtedy, gdy jest jakas latarnia a < j i latarnia b > j + 1,
z ktérych przy jednej wlasnie stanal, a druga wybral za nastepny cel. Latarni na lewo od j (lacznie z j)
jest 7, latarni na prawo od j + 1 (tacznie z j + 1) jest 13 — j i zadna latarnia nie jest oznaczona dwa razy,
wiec odcinek o koricach j, 7 + 1 jest pokonywany co najwyzej 2min(j, 11 — j) razy. Rozwazajac wszytkie
j < 10, otrzymujemy, ze Reksio przebiegnie co najwyzej 2(1 +2+3+4+5+5+4+3+2+1) =60
odcinkéw jednostkowych.

Z drugiej strony, piesek moze te 60 jednostek przebiec: Wybiera na zmiane raz latarni¢ po lewej i raz po
prawej, a kazdym razem przebiega o jedng jednostke wiecej niz poprzednio, a gdy oznaczy wszystko poza
latarnia 6, wtedy wraca do tej $rodkowej i ja oznacza. Przebiegnie (1 4+ 2+ ...+ 10) + 5 = 60 jednostek.

9. Szkota na zboczu
Odpowiedz: 108
Rozwigzanie: Rekurenycyjnie wzgledem liczby pigeter. Niech a,, oznacza liczbe drég dla szkoty o n
poziomach (na kazdym poziomie 4 sale). Szukamy as. Zauwazmy, ze a; jest tez liczba takich drég od startu
do pola Cj;, zaznaczonego dla ¢ = 1,2, ..., 5 na ponizszym rysunku, ze nie wchodzimy na poziom wyzszy
od 1.

X c5 koniecl

c4

c3

2

| start C1

Dzielimy wszystkie drogi od pola ,start” do pola ,koniec” wzgledem tego, na ktérym polu po raz
pierwszy znalezli$my sie¢ na najwyzszym poziomie. Jesli stato si¢ to na polu Cs lub sgsiednim po lewej, to
przeszlismy przez Cy (bez wchodzenia weze$niej na ostatni poziom). Zatem takich drog mamy 2ay.

Zalézmy teraz, ze pierwszym odwiedzonym polem na najwyzszym poziomie byt X (na rysunku).
Rozwazmy teraz przypadki, odtwarzajac trase od tyhu, jak wyglada droga od X do startu: wychodzac
z X moglismy: albo najpierw odwiedzi¢ C3 i p6j$¢ z C3 do startu (a3 mozliwosci), albo ominaé Cs,
doj$¢ do Cy i potem do startu (as mozliwosci), albo ominaé Cs i Cy, dojsé do € i potem do startu (ay
mozliwosci), albo ominaé wszystkie C; i doj$¢ do startu (1 mozliwos¢). Zatem drog ze startu do X jest
as + as +ay + 1 1 wszystkie przechodza przez dolnego sasiada pola X. Kazda taka droge mozemy wydtuzy¢
do pola ,koniec” na 2 sposoby. Podsumowujac, od startu do konica mamy 2a4 + 2(az + ag + a1 + 1) drog.
Czyh ay = 2((14 +as+ as +ay + 1)

Analogiczne rozumowanie daje ay = 2(ag + as + a; + 1), a3 = 2(az + a; + 1), ay = 2(a; + 1), za$ widad,
ze a; = 1. Wyznaczamy kolejno: ay = 4, a3 = 12, a4 = 36, a5 = 108. Jeszcze szybciej obliczymy as, jesli
zauwazymy, ze z podanych rekurencji wynika, ze a,, = 3a,_1 dla n = 3,4, 5. Taka sama zalezno$¢ zachodzi
dla wiekszych n, ale z lenistwa opisalismy ja tylko dla matych n.




10. Talerze
Rozwigzanie: Rozwazmy ulozenia talerzy przedstawione na ponizszych rysunkach:

N
N
/
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®

N N

Po naniesieniu niepokrytej przez kazdy z uktadéw talerzy cze$¢ stotu na wspdélnym rysunku (i oznaczeniu
dziury w kazdym z uktadéw innym kolorem) widzimy, ze te zbiory sa roztaczne (patrz rysunek).

Poniewaz jest 7 uktadéw i 6 plam, to z zasady szufladkowej wynika, ze dla przynajmniej jednego uktadu
na niezakrytej przez niego czes$ci nie ma plamy.



