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Zadan jest 10. Czas na rozwiazywanie: 90 min. Czas na zadawanie pytan: 15 min.

1. Wikipedia

W Wikipedii hasta zawieraja odnosniki do innych
haset. Tu rozwazamy tylko odnosniki znajdujace
sie w nastepujacych hastach:

e hasto ,Algorytmika” zawiera odnosniki do hasel: In-
formatyka, Struktura danych;

e _Australia”: Europa, Grecy, Jezyk angielski;

e Czlowiek rozumny”: Europa, Ssaki;

,2Europa”: Czlowiek rozumny, Grecja, Jezyk angiel-

ski, Ssaki;

wFilozofia”: Logika;

,Grecja”: Europa, Filozofia, Nauka;

,Grecy”: Australia, Grecja;

yInformatyka”: Algorytmika, Jezyk angielski, Mate-

matyka, Struktura danych, Teoria grafow;

»Jezyk angielski”: Australia, Europa;

,2Kangur olbrzymi”: Australia, Ssaki, Torbacze;

,Koala”: Australia, Ssaki, Torbacze;

,2Kombinatoryka”: Logika matematyczna, Matema-

tyka, Teoria graféw;

,Logika”: Filozofia, Logika matematyczna;

e Logika matematyczna”: Kombinatoryka, Logika,
Matematyka, Teoria graféws;

e  Matematyka”: Algorytmika, Informatyka, Kombi-
natoryka, Logika matematyczna;

e _Nauka”: Filozofia, Logika;

e Ssaki”: Kangur olbrzymi, Torbacze, Czlowiek ro-
zumny;

e Struktura danych”: Algorytmika, Jezyk angielski;

e Torbacze”: Kangur olbrzymi, Ssaki, Australia;

e Teoria graféw”: Matematyka, Informatyka, Logika
matematyczna, Kombinatoryka;

Jak mozna najszybciej (w sensie liczby klikniec)
dojs¢ od hasta ,Koala” do hasta ,Kombinatoryka”,
wykonujac tylko klikniecia w odno$éniki?

2. Punkty kratowe

Punktem kratowym nazywamy punkt na ptaszczyz-
nie, ktory ma obie wspotrzedne catkowite. Znajdz
najmniejsza liczbe n o tej wtasnosci, ze dla dowol-
nych n réznych punktéw kratowych pomalowanych
na zielono istniejg takie dwa zielone punkty, ze odci-
nek o koncach w tych punktach zawiera co najmniej
dwa inne (niekoniecznie zielone) punkty kratowe.

3. Gra na 66-kacie
Adas i Ewa graja w gre na pewnym 66-kacie fo-
remnym: na zmiang przypisuja dowolng liczbe rze-
czywista do dowolnego wierzchotka tego 66-kata,
ktoremu jeszcze nic nie zostalo przypisane. Gre
rozpoczyna Adam i wygra ja wtedy i tylko wtedy,
gdy suma liczb przypisanych do pewnych trzech
wierzchotkow tego 66-kata, ktore stanowig wierz-
chotki trojkata rownobocznego, wyniesie 0. Kto ma
strategie wygrywajaca w tej grze i jak powinien
grac?

Przez strategic wygrywajaca rozumiemy taki sposéb

gry, ktéry gwarantuje wygrang, nawet z doskonale

grajacym przeciwnikiem.

4. Ciekawe ciggi

Dla kazdej liczby naturalnej tworzymy nieskonczo-
ny ciag, ktoérego pierwszym wyrazem jest ta liczba,
a kazdy nastepny jest sumag kwadratow cyfr wyra-
zu poprzedniego. Takie ciagi nazwijmy ciekawymi.
Przyktadowo, ciekawy ciag zaczynajacy sie od 7 ma
takich pie¢ nastepnych wyrazéw: 49, 97, 130, 10, 1.
Udowodnijcie, ze istnieje ciekawy cigg zaczynajacy
sie liczbg trzycyfrowa, w ktorych zaden wyraz nie
wynosi 1, ale takich ciggdéw jest mniej niz 888.

5. Szyfrowanie

Zosia napisata program szyfrujacy, zamieniajacy
dowolny ciag ztozony z polskich liter na inny taki
ciag. Romek ma program deszyfrujacy, ktory do-
wolny cigg utworzony przez program Zosi zamieni
z powrotem na cigg oryginalny. Udowodnij, ze je-
sli program Zosi zamieni jakis ciagg na krotszy, to
istnieje tez taki ciag, ktéry program zamieni na
dhuzszy.
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6. Hazardzista
Panda ma tali¢ kart, w ktorej jest 6 kart czerwo-
nych i 4 karty niebieskie. Panda proponuje koali
nastepujaca gre: najpierw potasuje te talie kart,
a potem bedzie odstania¢ kolejno karty. Koala przed
rozpoczeciem odstaniania kart musi podac, jakie ko-
lory beda miaty wszystkie kolejno odstaniane karty,
tzn. musi podaé¢ ciag 10 koloréw kart, przy czym
kazdy z koloréw moze pojawié¢ sie w ciggu dowolng
liczbe razy. Ponadto przed kazda odstaniang karta
koala musi postawi¢ pewna kwote na te karte — jesli
poprawnie odgadnie kolor tej karty, to wygrywa po-
stawiong kwote, a jesli nie, to kwote te przegrywa.
Koala postanowita, ze obstawi dla wszystkich kart
kolor czerwony i postawi na kolor pierwszej karty
512 zt. Kolejne obstawiane kwoty beda wyznaczane
w nastepujacy sposob: jesli koala zgadta poprawnie
kolor poprzedniej karty, to aktualnie obstawiana
kwota bedzie dwa razy mniejsza od poprzedniej,
a jesli koala nie zgadta poprawnie koloru poprzed-
niej karty, to aktualnie obstawiana kwota bedzie
poéttora raza wieksza od poprzedniej. Interesuje nas
zysk koali na koniec gry, tzn. réznica pomiedzy
suma wszystkich kwot wygranych przez koale i su-
ma wszystkich kwot przez nig przegranych. Ile ten
zysk moze wynosi¢? Podajcie wszystkie mozliwosci
i uzasadnijcie, ze innych mozliwosci nie ma.
Przyktad: Zal6zmy, ze w potasowanej talii pierwsze
cztery karty to kolejno karta czerwona, karta niebie-
ska, karta niebieska, karta czerwona. Woéwczas koala
kolejno: wygrywa 512 zt, przegrywa 0,5-512 = 256 zl,
przegrywa 1,5-256 = 384 zt i wygrywa 1,5-384 = 576
zt. Zatem zysk koali po pierwszych czterech kartach
to 512 + 576 — 256 — 384 = 448 zl.

7. Klocki
Klasa VIa bawi sie dziesiecioma klockami o wysoko-
sciach: 1, 3,5, 7,9, 11, 13, 15, 17, 19 cm, ustawiajac
je po jednym w kazdym wierzchotku 10-kata forem-
nego i za kazdym razem obliczajac sume dodatnich
roznic wysokosci kazdych dwoch sasiednich.
Na przyktad jesli na wierzchotkach stoja kolejno kloc-
ki o wysokosciach: 11,13,15,5,7,9,19,17,3,1 cm, to
suma taka wynosi (w centymetrach)
(13— 11)+ (15— 13) + (15— 5) + (7= 5) + (9 — 7) + (19 — 9)+
+(19—17)+ (17 =3) + (3 — 1) + (11 — 1) = 56.
Na ile sposobow moga ustawié¢ te klocki tak, by
otrzymana suma byla najmniejsza z mozliwych?

Zakladamy, ze wierzcholki wielokata sa ponumero-
wane, wiec wazne jest, w ktorym wierzchotku stoi
dany klocek.

8. Sznur
Ali i Baba odziedziczyli sznur, na ktéry nanizanych
jest 10 diamentéw i 10 szmaragdéw. Jeszcze go nie
widzieli, wiec nie wiedza, w jakiej kolejnosci nani-
zane sg kamienie. Musza jednak przed okazaniem
im sznura wybrac¢ taka liczbe ¢, by mie¢ pewnos¢,
ze gdy dostang sznur, beda mogli przecia¢ go w co
najwyzej ¢ miejscach tak, by po rozdzieleniu miedzy
siebie otrzymanych kawatkow kazdemu przypadto
po 5 diamentéw i 5 szmaragdow.
Jesli na przyktad podaliby liczbe 3, a kamienie nani-
zane bylyby w kolejnosci: DSDSDSSSDDDDSSSDDSDS,
to mogliby sznur rozciaé¢ tak:
DSD|SDSSSDDDDS|SSDDSDS.
Ali wziatby $rodkowy fragment, a Baba — pozostate
dwa. Wykonali przy tym tylko dwa ciecia, co jest
dozwolone — nie muszg wykorzystaé trzech ciec.

Jednak aby dosta¢ sznur, Ali i Baba musza wybraé
najmniejsza liczbe ¢, ktora gwarantuje istnienie opi-
sanego podzialu sznura, niezaleznie od kolejnoéci
kamieni. Jaka liczbe powinni wybrac¢?

9. Szkielet

Dane sg odcinki o dtugosciach 1,2,...,199. Roz-

strzygnijcie, czy z wszystkich tych odcinkéw mozna

zbudowad szkielet prostopadtoécianu. Nic nie moze

wystawac, odcinki moga mie¢ wspolne tylko konce.
Zakladamy, ze szkielet prostopadloscianu tworza
wszystkie jego krawedzie.

10. Szachownica

Mamy szachownice 2020 x 2020. W kazde jej pole
wpisujemy inng liczbe naturalng, wybierajac spo-
srod liczb: 1,2, ...,4080400. Czy mozna to zrobi¢
w taki sposéb, by suma liczb w kazdym wierszu
(z wyjatkiem pierwszego) byta wieksza o 1 od sumy
w wierszu poprzednim?



SZKICE ROZWIAZAN

1. Wikipedia
Odpowiedz: 7
Rozwigzanie:
Przeszukujac graf skierowany wszerz, znajdujemy minimalne liczby krokow, w jakich mozna doj$¢ do
kolejnych haset startujac z hasta koala:

e do hasta 7 Australia” mozna dojs¢ w 1 kroku;

e do hasta ”Ssaki” mozna dojs¢ w 1 kroku;

e do hasta "Torbacze” mozna dojs¢ w 1 kroku;

e do hasta "Europa” mozna doj$¢ w 2 krokach (np. z hasta ” Australia”);

e do hasta ”Grecy” mozna doj$¢ w 2 krokach (np. z hasta ” Australia”);

e do hasta 7 Jezyk angielski” mozna doj$¢ w 2 krokach (np. z hasta ” Australia”);

e do hasta "Kangur olbrzymi” mozna doj$é¢ w 2 krokach (np. z hasta ”Ssaki”);

e do hasta ”Czlowiek rozumny” mozna doj$é w 2 krokach (np. z hasta ”Ssaki”);

e do hasta ”Grecja” mozna doj$¢ w 3 krokach (np. z hasta ”Europa”);

e do hasta "Filozofia” mozna doj$¢ w 4 krokach (np. z hasta ”Grecja”);

e do hasta ”Nauka” mozna dojs¢ w 4 krokach (np. z hasta ”Grecja”);

e do hasta "Logika” mozna doj$¢ w 5 krokach (np. z hasta ”Filozofia”);

e do hasta ”"Logika matematyczna” mozna doj$¢ w 6 krokach (np. z hasta ”Logika”);
e do hasta "Kombinatoryka” mozna doj$¢ w 7 krokach (np. z hasta ”Logika matematyczna”);

Przyktadowa trasa: Koala-Australia-Europa-Grecja-Filozofia-Logika-Logika matematyczna-Kombinatoryka
(najkrotsze trasy sa cztery).

2. Punkty kratowe

Odpowiedz: 10

Rozwigzanie:

Wisréd dowolnych 10 punktéw istniejg 2, ktore maja te sama reszte z dzielenia przez 3 zaréwno pierwszej
wspolrzednej, jak i drugiej (poniewaz jest 9 mozliwych par reszt z dzielenia przez 3). Wezmy dwa takie
punkty (3z +r,3y + s) oraz (3z +r,3t + s). Odcinek o koncu w tych punktach przechodzi przez punkty
(2x4+z+7r2y+t+s)oraz (v +2z+r,y+2t+s).

Z drugiej strony rozwazmy zbiér 9 punktow (a,b), gdzie a,b przyjmuja wartosci 0,1,2. Najkrotszy
odcinek, ktory zawiera 4 punkty kratowe, ma dtugos¢ 3, ponadto wszystkie 9 punktow zawieraja sie w kole
o érednicy 2v/2, wiec zaden odcinek o koncach w tych punktach nie zawiera 2 innych punktéw kratowych.

3. Gra na 66-kacie

Odpowiedz: Ewa

Rozwigzanie:

Wierzchotki danego 66-kata mozna podzieli¢ na 22 roztaczne trojki wierzchotkéw trojkatow réwno-
bocznych. Gdy Adam przypisze pewng liczbe jakiemu$ wierzchotkowi ktoregos z tych trojkatow, Ewa
przypisuje pewng liczbe jakiemu$ wierzchotkowi innego tréjkata, z wszystkimi wierzchotkami wolnymi.
Trojkatow jest parzyscie wiele, wiec w pewnej rundzie Adam jako pierwszy przypisze liczbe wierzchotkowi
trojkata, w ktorym dotad byta tylko jedna przypisana liczba. Wtedy Ewa przypisuje tam odpowiednig
trzecig liczbe 1 wygrywa.

4. Ciekawe ciagi
Rozwigzanie:
Ciekawy cigg zaczynajacy sie od 101 wyglada tak: 2, 4, 16, 37, 58, 89, 145, 42, 20, 4 i dalej sie powtarza,
wiec nie zawiera jedynki.



Znajdziemy teraz przynajmniej 13 ciekawych ciggow, ktore zaczynaja sie liczba 3-cyfrowa i maja wyraz
rowny 1. Jedynka wystepuje w ciggach zaczynajacych si¢ od 1, 10 i 100, zatem i od liczb, w ktorych
sumach kwadratow cyfr wynosi 1, 10 lub 100, czyli: 13, 31, 103, 130, 301, 310, 68, 86, 608, 680, 806, 860, a
z kolei 13 lub 68 wystepuje w ciggach zaczynajacych sie od: 23, 32, 203, 230, 302, 320, 28, 82, 208, 280,
802, 820.

Mamy wiec co najmniej 17 trzycyfrowych poczatkéw ciekawych ciggéow z jedynka: 100, 103, 130, 301,
310, 608, 680, 806, 860, 203, 230, 302, 320, 208, 280, 802, 820.

W rzeczywistosci jest ich wiecej.

5. Szyfrowanie

Rozwigzanie:

Jesli cigg, ktory po zaszyfrowaniu stanie sie krotszy, bedzie zaszyfrowany miat dtugos$é n, to ktérys z
ciggdéw o dhugosci co najwyzej n musi sie po zaszyfrowaniu wydtuzyé — gdyby tak nie bylo, wszystkie
napisy o dtugosci co najwyzej n dawalyby po zaszyfrowaniu wszystkie ciagi dtugosci co najwyzej n (bo
szyfrowanie réznych ciagéw musi dawaé rézne szyfrogramy), a dodatkowo jeden z nich bytby réwniez
szyfrogramem ciggu o dtugosci wiekszej od n.

6. Hazardzista

Odpowiedz: jedyna mozliwo$¢ to zysk 943 zl.

Rozwigzanie:

Pokazemy najpierw, ze niezaleznie od potasowania kart zysk jest taki sam. Zatézmy, ze w permutacji
talii kart P na k-tym (k € {1,2,...,9}) miejscu jest karta czerwona, a na (k + 1)-szym miejscu karta
niebieska. Niech P’ bedzie permutacjg talii kart, w ktorej na k-tym miejscu bedzie karta niebieska, na
(k + 1)-szym miejscu karta czerwona, a uktad pozostatych kart bedzie taki sam, jak w permutacji P.
Zalozmy, ze kwota, ktorg Koala stawia na k-ta karte to A zt. Wowcezas zysk Koali z kart ki k+1 w
permutacji P to A— 1A = 3 A, a na karte (k + 2)-ga stawia A - 5 - 2 = 3A z1. Natomiast zysk Koali z kart
kik+1w permutacji P’ to —A+ %A = %A, a na karte (k+ 2)-ga stawia A - % . % = %A zt. Poniewaz uktad
pozostalych kart w permutacjach P i P’ jest taki sam, to taczny zysk Koali z tych dwoch permutacji tez
bedzie taki sam. Ale jesli zaczniemy od dowolnej permutacji talii kart P, to stosujac pewien cigg operacji
typu zamiana kolejnosci dwéch kolejnych kart, jesli pierwsza jest czerwona, a druga niebieska, mozemy
w skonczonej liczbie operacji przejs¢ do permutacji talii, w ktorej pierwsze cztery karty sa niebieskie, a
pozostale sg czerwone. Poniewaz te operacje nie zmieniajg koncowego zysku, to wszystkie permutacje
daja taki sam zysk, jak permutacja NNNNCCCCCC.

Policzymy teraz zysk z permutacji NNNNCCCCCC. W tej sytuacji kwota postawiona na i-tg karte to
512 (3)1, jeslid < 41512+ (2)*- (2)7° dla i > 4. Zatem laczny zysk to

4 3\ 1 10 3\ 4 1\ %5
~Y 512 () +3 512 () () = —4160 + 5103 = 943.
i=1 2 i=5 2 2

7. Klocki

Odpowiedz: 2560

Rozwigzanie:

Rozwazmy pewne ustawienie klockow i poprowadzmy odcinek taczacy najnizszy klocek A z najwyzszym.
Niech [y,1s,...,l; beda wysokosciami kolejnych klockéw stojacych po lewej stronie tego odcinka, a
D1, P2, - -+, Ps—k — PO prawej, przy czym w obu przypadkach zaczynamy odliczanie od sgsiada klocka A.
Jeden z ciaggéw moze by¢ ,pusty”. Suma obliczna przez klase wynosi wtedy

(|lh =1 +[le = U]+ ls =L+ ...+ 19 = L|) + +(|lp1 — 1| + [p2 — p1] + [ps — po| + ... + [19-Dps_i]).
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Z, warunku tréjkata lub po prostu patrzac na przechodzenie po osi liczbowej kolejno po liczbach
1,01,1s,...,1;,19 oraz po liczbach 1,pq,po,...ps_k, 19, warto$¢ wyrazenia w kazdym z dwoch nawia-
soOw to co najmniej 18, przy czym 18 wychodzi wtedy i tylko wtedy, gdy oba te ciagi sa rosngce. Aby
uzyskaé takie ustawienie, nalezy wybra¢, ktore klocki sposrod klockow o wysokosciach 3,5,7,...,17 maja
stana¢ po lewej i wowczas pozostate beda stanowic¢ ciag po prawej. Wybieramy zatem dowolny podzbior
zbioru 8-elementowego, czyli mozliwodci jest 28 = 256. Uwzgledniajac, ze klocek A ustawiamy na poczatku
10 sposobéw, mamy 2560 ustawien.

8. Sznur
Odpowiedz: 2
Rozwigzanie:
Jedno ciecie nie wystarczy np. dla ukladu DDDDDDDDDDSSSSSSSSSS. Uzasadnimy, ze dwa ciecia
wystarcza.

Jedli nie jest mozliwy dobry podzial sznura w jednym cieciu, to popatrzmy na efekt dwodch ciec
bezposrednio za kamieniami pierwszym i jedenastym. Zatézmy, ze ten podziat sie nie jest dobry, czyli
czes¢ srodkowa, ztozona z 10 kamieni, nie zawiera 5 diamentow. Bez straty ogélnosci niech diamentéw
bedzie wiecej niz 5 w czesci $rodkowej. Popatrzmy teraz na efekt cie¢ za kamieniami nr 2 i 12 itd. Po
kazdej zmianie cie¢, na ktorych efekt patrzymy, liczba diamentéw w ,,przesuwanej dziesigtce” kamieni
(poczatkowo lewej, pdzniej srodkowej, a na koncu prawej) zmienia sie najwyzej o 1, a po przesunieciu
naszej dziesiatki na koniec mamy w niej mniej niz 5 diamentow. Zatem w ktéryms kroku posrednim
rozpatrywana dziesiatka kamieni musiata zawiera¢ doktadnie 5 diamentow.

9. Szkielet

Odpowiedz: tak

Rozwigzanie:

Potaczmy odcinki w pary w ten sposob, by suma dtugosci dla kazdej pary wynosita 199, mianowicie:
(1,198), (2,197),...,(99,100). Otrzymamy 99 nowych odcinkéw, kazdy o dtugosci 199. Razem z odcinkiem
o dtugosci 199 bedziemy mie¢ 100 takich odcinkéw. Poniewaz 100 = 4 - 25, tatwo mozna z nich zbudowac
szkielet prostopadtoscianu o wymiarach:

199m x 199n x 199(25 — m — n),

gdziem > 1,n > 1,m +n < 24. Na przyktad dla m = n = 12 otrzymamy prostopadto$cian o bokach
2388 x 2388 x 199.

10. Szachownica
Odpowiedz: nie
Rozwigzanie:
Zat6zmy nie wprost, ze da sie. Niech s oznacza sume z pierwszego wiersza. Wtedy suma liczb na calej
planszy wynosi s + ...+ (s + 2019) = 1010(2s + 2019). Z drugiej strony, kazda liczba z podanego zbioru
wystepuje doktadnie raz, wiec suma na planszy wynosi

20202(20202 + 1)
2

Widzimy, ze powyzsza liczba jest podzielna przez 4, a liczba 1010(2s + 2019) nie jest, wiec doszlisémy do
SPrzecznosci.

14 ...44080400 = = 1010 - 2020 - (2020 + 1).




