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Zadan jest 10. Czas na rozwiazywanie: 90 min. Czas na zadawanie pytan: 15 min.

1. W zamku grafa

W zamku grafa Koalburga mieszkaja szpiedzy i
rycerze. Kazde wypowiadane przez szpiegéw zda-
nie jest ktamstwem, a kazde zdanie wypowiadane
przez rycerzy jest prawdziwe. Czasem jednak graf
Koalburg za zastugi pasuje szpiega na rycerza i
oczywiscie nowo pasowany rycerz przestaje ktamac.
Rycerz natomiast nigdy nie moze sta¢ si¢ szpie-
giem. Mieszkancy zamku wiedza z kilkudniowym
wyprzedzeniem, kto i kiedy zostanie pasowany na
rycerza. Przybysze spoza zamku nie potrafig po
wygladzie odrézni¢ szpiegow od rycerzy. Wedrowny
bard przybyl do zamku i podczas wieczerzy poznat
trzech jego mieszkancéw: Alfreda, Beniamina i Ce-
zarego. Beniamin powiedzial mu, ze cata ich trojka
to szpiedzy. Natomiast Cezary stwierdzit, ze jutro
rano ktos z ich trojki zostanie pasowany na ryce-
rza. Nastepnie bard zostal poproszony o wystep,
wiec rozmowa zostata przerwana. Jednak nastep-
nego dnia popotudniu spotkat Alfreda ponownie i
ten powiedzial mu, ze rano pasowano Cezarego na
rycerza. Czy na podstawie tych wypowiedzi bard
moze stwierdzié¢, kim doktadnie jest (tzn. czy jest
szpiegiem czy rycerzem)

(a) Alfred?
(b) Beniamin?
(c) Cezary?

2. Ogroéd

Ogrod ma ksztatt kwadratu o boku 8 m. Ogrodnik
podzielit go na 8 x 8 kwadratéw o boku 1 m, po
czym w kazdym z 64 srodkow kwadratéw zrobit
malutki dotek. Teraz zamierza wrzuci¢ do kazdego
dotka po jednym nasionku. Ma w paczce mieszan-
ke nasion 64 réznych roslin. Niektore z roslin nie
moga rosna¢ zbyt blisko siebie, bo sobie nawzajem
szkodza. Wiadomo, ze dla kazdego nasionka sa co
najwyzej dwa inne, ktére muszg by¢ od niego po-
siane w odlegtosci przynajmniej 2 m. Uzasadnijcie,
ze dla dowolnej mieszanki 64 nasion spelniajacej
ten warunek istnieje dobre rozmieszczenie nasion w
dotkach, to znaczy takie, ze zadne dwie rosliny nie
beda sobie szkodzi¢.

3. Monety na stos

Na kazdym polu nieskonczonej szachownicy lezy mo-
neta. Traktujemy kazda z nich jako stos wysokosci
1. W kazdym ruchu mozna wybraé¢ dwa stosy z pol
sasiadujacych bokiem i przetozy¢ monete z jednego
stosu na drugi, przy czym nie wolno przektadaé¢ mo-
nety ze stosu wyzszego na nizszy. Wykonujac serie
tego typu ruchdéw, chcemy utozy¢ jak najwyzszy
stos. Jaki najwyzszy stos potraficie utozy¢?

4. Worki

Macie 8 workéw, w kazdym jest po 60 monet.
Wszystkie monety wygladajg identycznie, jednak w
3 workach znajdujg sie wylacznie falszywe monety,
a w 5 pozostalych — wytacznie monety prawdzi-
we. Kazda prawdziwa moneta wazy 20 g, a kazda
falszywa — 10 g. Nie wiecie, w ktorych trzech wor-
kach sa monety fatszywe, ale chcielibyscie si¢ tego
dowiedzie¢, wykonujac jedno wazenie na wadze elek-
tronicznej. Waga jest precyzyjna, mozna dzieki niej
pozna¢ doktadng wage dowolnej liczby monet z wor-
kow. Waszym zadaniem jest zidentyfikowa¢ worki z
falszywymi monetami, wazac jak najmniej monet.
Im mniej monet uzyjecie — tym lepiej. Doktadnie
opiszcie, ile monet z ktorego worka wktadacie na
wage 1 dlaczego dzigki temu osiggniecie cel.

5. Piramida

Piramida na rysunku sktada sie z szesciandéw utozo-
nych w 8 warstwach. Mozna policzy¢, ze sg tu 204
szesciany.

Z ilu najmniej warstw powinna sktadac si¢ podob-
na piramida, by szeScianéw ja tworzacych byto co
najmniej 20267
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6. Misiowe ciagi

Mis koala polubit nawiasy. Zanim je jednak schru-
pie, musi sie upewni¢, ze sg utozone w odpowiedni
sposob. Sekwencje nawiasOw nazwiemy misiowa,
gdy spehia wszystkie ponizsze warunki:

e Kazdy znak sekwencji jest nawiasem okragltym
lub kwadratowym, czyli jednym z czterech zna-
kéW: (’ )v [7 ]

e Zadne dwa kolejne nawiasy nie sg identyczne.

e Nawiasy mozna potaczy¢ w pary w taki sposob,
ze kazdemu otwierajacemu nawiasowi odpowiada
wystepujacy na prawo od niego nawias zamyka-
jacy (okragltemu odpowiada okragly, kwadrato-
wemu — kwadratowy).

e Jesli miedzy jakas para, o ktérej mowa wyzej,
jest jaki§ nawias, to odpowiadajacy mu nawias
rowniez znajduje si¢ miedzy wspomniang para.

Na przyktad misiowa sekwencja jest ‘()[]([])’ czy

{([00]); a nie sa misiowe np.: ) (%, “[(])", *(([]))".

Ile jest misiowych sekwencji ztozonych z 8 znakow?

7. Czworokatny PIES

Dany jest czworokat wypukty PIFES, ktéry nie jest
trapezem. Oznaczmy przez ai, by, ¢, di proste,
odpowiednio, PI, IE, ES, SP. Proste a; i as sa
rézne, rownoleglte do prostej a; i leza po jej prze-
ciwnej stronie niz czworokat PIFES. Analogicznie
potozone sa trzy proste by, b3, by rOwnolegte do by,
cztery proste cs, c3, ¢4, c5 TOWNOlegte do ¢ oraz
pie¢ prostych ds, ds, dy, ds, dg rOwnolegte do d;.
Ile jest czworokatow, ktorych kazdy bok zawiera sie
w jednej z opisanych tu 18 prostych?

8. Spadki

Wombat ma prostopadtoscienne klocki o wysoko-
sciach 1,2, ..., n, po jednym kazdego rodzaju. Usta-
wia je jeden za drugim, w dowolnej kolejnosci. Dla
n = 7 mogtby uzyskac¢ uktad jak na rysunku.

Widzimy tu trzy spadki: z klocka wysokosci 6 na
klocek wysokosci 1, z wysokosci 7 na 4 i z wysokosci
4 na 3.
Na ile sposobéw wombat moze ustawi¢ swoje n
klockéw tak, by w ciggu ich wysoko$ci

(a) byt tylko jeden spadek?

(b) spadkéw byto doktadnie n — 27

9. Bity

Maszyna n-Bit potrafi w jednym kroku zmieni¢
jeden bit w n-bitowym ciggu. Czy mozliwe jest
uzyskanie za pomocg tej maszyny wszystkich moz-
liwych ciagéw n bitéw, jesli praca zaczyna si¢ od
ciagu, w ktorym na zmiane wystepuja jedynki i zera
(czyli 1010101 ...) oraz na nim konczy, a kazdy z
innych ciggdéw wystepuje tylko raz?

10. Gra w lamane

Na ptaszczyznie sa dwa czerwone, rozne punkty X
i Y. Ala i Barnaba wykonujg ruchy na przemian,
zaczyna Ala. Ruch polega na:

e narysowaniu najpierw tamanej taczacej pewne
dwa czerwone (niekoniecznie rézne) punkty, kto6-
ra ma co najmniej dwa odcinki oraz nie przecina
juz narysowanych tamanych ani samej siebie;

e nastepnie pomalowaniu jednego z wierzchotkow
narysowanej przez siebie tamanej, roznego od jej
koncéw, na czerwono.

Jedynymi punktami wspélnymi tamanych moga by¢
ich konce, a zaden czerwony punkt nie moze by¢
konicem wigcej niz trzech narysowanych odcinkéow.
Na przyktad, jesli w pierwszym ruchu Ala potaczy
X 1Y tamang o dwoch odcinkach i pomaluje na
czerwono jej wierzchotek Z, to Barnaba nie moze
narysowa¢ tamanej o obu koncach w Z, bo po jego
ruchu z Z wychodzityby cztery odcinki.
Przegrywa osoba, ktéra nie moze wykonaé¢ ruchu.
Kto ma strategie wygrywajaca?

Przez strategie wygrywajaca rozumiemy sposob gry

gwarantujacy wygrang, niezaleznie od tego, co zrobi

przeciwnik.



SZKICE ROZWIAZAN

1. W zamku grafa

Odpowiedz: (a) szpieg (b) rycerz (c) rycerz

Rozwigzanie:

Rycerz nie mogtby powiedzie¢, ze wszyscy sa szpiegami, wiec Beniamin podczas wieczerzy musial by¢
szpiegiem. Co wiecej, podczas wieczerzy wsrod tej trojki byt jeden lub dwoch rycerzy. Rozwazmy dwa
przypadki w zaleznosci od tego, czy zdanie wypowiedziane przez Alfreda jest prawdziwe:

(a) Jest to zdanie prawdziwe.

Wowezas Alfred musi by¢ rycerzem, Cezary tez jest juz rycerzem, ale podczas wieczerzy jeszcze nim nie

byt, wiec ktamatl. Ale to daje sprzeczno$¢, bo Cezary powiedzial wtedy, ze ktos zostanie pasowany na

rycerza, co byto prawda.
(b) Jest to zdanie fatszywe.

Wowcezas Alfred musi by¢ szpiegiem i podczas wieczerzy tez musial by¢ szpiegiem. Ale z ministrelem

wieczerzal przynajmniej jeden rycerz, wiec musiat to by¢ Cezary. Ponadto, rycerze nie mogg zmienié¢

sie w szpiegow, wiec drugiego dnia Cezary dalej jest rycerzem.

Zatem zachodzi przypadek drugi, czyli drugiego dnia Alfred jest szpiegiem, a Cezary rycerzem. Ponadto,
rycerz Cezary wypowiedzial podczas wieczerzy prawdziwe zdanie, ze nastepnego dnia ktos z nich zostanie
pasowany na rycerza. Nie mogl to by¢ on sam (bo juz byt rycerzem), ani Alfred (bo ten dalej jest szpiegiem).
Zatem pasowany zostal Beniamin.

2. Ogréd

Rozwigzanie:

Dotki w ogrodzie nazwijmy sasiednimi, jesli odlegto$¢ miedzy nimi jest mniejsza niz 2 m. Rozwazmy
zasadzenie 64 nasion z najmniejsza liczba par ztych, czyli par nasion, ktére sobie szkodza i sg w sasiednich
dotkach. Zalézmy nie wprost, ze liczba ztych par jest dodatnia. Popatrzmy na zta pare nasion A, B.
Poszukajmy nowego miejsca dla B. Dotek dg z nasionkiem B ma najwyzej 8 sasiadéw, nasiona w tych
sasiednich dotkach maja tacznie najwyzej 8 - 2 = 16 nasion im szkodzacych. Chcemy zastapi¢ B innym
nasionkiem, ktore nie bedzie szkodzi¢ otoczeniu dotka dg. Oznaczmy przez Z zbiér nasion poza nasionkami:
w dotku dp, jego sasiadach i szkodzacym owym sasiadom. Mamy |Z| > 64 — 16 — 8 — 1 = 47. W zbiorze Z
sg co najwyzej dwa nasiona, ktérym szkodzi B, a ogrodowe sgsiedztwo tych dwoch nasion liczy co najwyzej
2-8 = 16 dotkéw. W tych dotkach nie chcemy posadzi¢ B. Mamy zatem przynajmniej 47 — 16 = 31 dotkow
bezpiecznych dla B. Wybieramy jeden z nich, powiedzmy z nasionkiem C'i zamieniamy nasionka B i C'
miejscami. W ten sposéb zmniejszyliémy przynajmniej o 1 liczbe ztych par nasion (znikneta zta para A,
B, za$ nowa nie pojawila sie) — sprzeczno$¢ z minimalnoscia liczby ztych par.

Uwaga: Mozna zinterpretowaé¢ grafowo. Mamy graf o 64 wierzchotkach, ktorego kazda sktadowa jest
cyklem lub $ciezka. Chcemy ponumerowaé wierzchotki parami liczb (x,y) € [8]* tak, by przylegle wierz-
chotki miaty réznice przynajmniej 2 na przynajmniej jednej wspotrzednej. Mozna takie przyporzadkowanie
zrobi¢ recznie, ale nie bedziemy go tu przedstawiac.

3. Monety na stos
Odpowiedz: co najmniej 32

Rozwigzanie:

0040
Najpierw, manewrujac w pieciu wierszach, doprowadzamy do pozycji z liczbami monet 0130
jak wida¢ obok. Potem wszystkie stopniowo zrzucamy do pola z czterema monetami i 1120
otrzymujemy stos 16 monet. Symetrycznie robimy po drugiej stronie planszy, na koncu 111

dwa sasiadujgce stosy 16 monet taczymy w stos wysokosci 32. Nie wiem, czy mozna lepiej. 1




4. Worki

Odpowiedz: Wystraczy 95 monet. Nie wiem, czy mozna lepiej.

Rozwigzanie:

Po zwazeniu n monet bedziemy zna¢ sume wag monet z fatszywych workéw, bo jest to roznica miedzy
20n a wskazaniem wagi. Znamy wage kazdej fatszej, wiec dowiemy sie, ile falszywych monet wzielismy.
Zatem liczby z; monet brane z i-tego worka pozwalaja osiagnaé cel wtedy i tylko wtedy, gdy suma kazdej
trojki x; + ; + xy (dla réznych 4, j, k) jest inna. Przykladowe dobre osiem liczb: 0,1,2,4,7, 13,24, 44. Ciag
powstal tak, ze do 0,1, 2,4 doktadamy kolejno sume trzech ostatnich liczb. Wystarczy zatem 95 monet.
Nie wiem, czy mozna lepiej.

5. Piramida
Odpowiedz: 18
Rozwigzanie:
W piramidzie wysokosci n mamy >-7_; k% klockéw. Dzieci moga kolejno sprawdzaé¢ sumy kwadratéw na
kalkulatorze i wyjdzie im, ze dla n = 17 jest 1785 klockéow, a dla n = 18 sg 2223 klocki. Jesli znajg wzor
na sume kwadratow >p_;, k* = n(n + 1)(2n + 1)/6, to maja tatwiej.

6. Misiowe ciagi
Odpowiedz: 72
Rozwigzanie:
Stwérzmy dwie tabelki, ktérych uzyjemy do obliczenia odpowiedzi. W n] oznacza liczbe sekwencji o n
znakach. F[n] oznacza liczbe sekwencji o n znakach, w ktérych pierwszym znakiem jest ‘(‘ oraz ostatnim
4)4

Mozemy utozy¢ nastepujace rekurencyjne zaleznodci:

Win] = 2 f Flk]-Win —2 — k]

k=0,2|k

n—2
Finl= Y F[k] -max(W[n—2—k]/2,1).
k=0,2|k
Pare stéw wyjasnienia odnosnie drugiego wyrazenia. Zapisujemy je jako (A)B. A musi zaczynaé i konczy¢
sie kwadratowymi nawiasami mamy wiec F'[k]. B musi konczy¢ sie nawiasem ). Dzieki symetrii dokladnie
polowa wyrazen o n — 2 — k > 0 znakach konczy sie ). Jednak jesli n — 2 — k = 0, to mamy doktadnie
jedno wyrazenie — pusty ciag.
Nastepnie uzywamy ich do obliczenia kolejnych wartosci, zaczynajac od W0] = F[0] = 1.

0 1 1
2 2 1
4 6 2
6| 20 6
8| 72 21

Odpowiedzia jest W8] = 72.




7. Czworokatny PIES

Odpowiedz: 2598

Rozwigzanie:

Kazdy taki czworokat mozna uzyska¢ przez wybor czterech z opisanych 18 prostych, jesli zadne trzy z
nich nie beda rownolegte. Wybory trzech réwnolegltych mozna rozbi¢ na 4 przypadki w zaleznosci od ich
kierunku, przy czym jezeli prostych o danym kierunku jest wiecej niz 3, rozwazmy podprzypadki; kiedy
wybrane sa doktadnie 3 i kiedy doktadnie 4. Wychodzi liczba czworokatow:

(-G o (w5 () -

8. Spadki

Odpowiedz: 2" — n — 1 w obu przypadkach

Rozwigzanie:

Uktadéow z n — 2 spadkami jest tyle samo co z jednym spadkiem — kazdy mozna odczytaé¢ od konca,
uzyskujac wzajemnie jednoznacznie wszystkie uktady z jednym spadkiem. Policzymy zatem uktady z
jednym spadkiem.

Kazdy taki uktad mozna wzajemnie jednoznacznie wygenerowac, wybierajac zbior klockéw stojacych
przed spadkiem, jesli tylko nie okaze sie, ze jest to zbior postaci {1,2,...,k} lub zbiér pusty (bo wtenczas
bezposrednio po nim nie da sie uzyska¢ spadku) — woéwezas uktadamy rosnaco jego elementy, a za nimi
rosnaco pozostate. Np. dla n = 7 i wyboru zbioru {2, 5,6} otrzyma sie uktad 2, 5, 6, 1, 3, 4, 7. Odpowiedz
jest zatem liczba podzbioréw zbioru {1,2,...,n} pomniejszong o n + 1, bo k w powyzszym rozumowaniu
moze by¢ dowolne z {1,2,...,n} i doliczamy zbiér pusty. Wychodzi 2" —n — 1.

9. Bity

Odpowiedz: tak

Rozwigzanie:

[Znana konstrukcja kodéw Graya.]

Przez mniej lub bardziej formalng indukcje mozna udowodni¢, ze taki cykl istnieje, dla wygody zaczynajac
od ukladu z samych zer (co oznacza, ze istnieje réwniez cykl szukany w zadaniu). Oczywiscie cykl taki
istnieje dla n = 1. Zalézmy, ze mamy cykl dla n, czyli a; = (0,0,...,0),as,...,as (ostatni wyraz rézni
sie jednym bitem od pierwszego). Do kazdego z ciagdw aq, as, . .., asn dopisujemy z przodu 0, a nastepnie
skonstruujemy kolejno ciagi agn, agsn_1,...,a; z dopisang z przodu jedynka. Tak uzyskamy szukany cykl
dla n + 1.

10. Gra w lamane
Odpowiedz: gracz drugi
Rozwigzanie:
Rozwazmy dwa przypadki pierwszego ruchu Ali.

e Robi krzywa zamknieta (petle) o koncach w X i maluje na czerwono Z.

Wtedy Barnaba taczy X z Z krzywa biegnaca w innym obszarze niz o T
Y. Druga runda — analogicznie, bo Ala musi zrobi¢ petle o koncach Y. /T Cf‘\
Gra koniczy po 2 rundzie. S (Y? y I\ -
e Laczy X z Y i maluje na czerwono Z. \ K ST
Wtedy Barnaba taczy X z Y i maluje Z’. Z doktadnoscig do izomorfizmu V@/ \@{\‘\@ @< %z‘/ @é %?’
Ala ma teraz dwa ruchy, po kazdym z nich Barnaba taczy tamana | /|\ [\JON /WL /N
wierzchotki tak, by pozostaly tylko dwa wierzcholki stopnia dwa, ale w  GEOQ8OFT00  YOZ2E2TY
roznych obszarach. Gra konczy si¢ po 2 rundzie. LD LEALE TN
Dla ciekawych wszystkich mozliwosci w grze — rys. obok. 0% 90 0P00SE ZTTT



