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MECZ SPARINGOWY DOLNY SLASK — WIELKOPOLSKA

Zad. 1. Fobosowy katar

W stacji kosmicznej Kosmokoala zyje 100000 kolonizatorow. Pewnego dnia jeden z nich ztapat fobosowy
katar. Jest to choroba, ktora rozwija si¢ wedtug nastepujacych zasad:

(2) nastgpnego dnia po zarazeniu chora osoba zaczyna zarazac.

(b) Kazda chora osoba codziennie zaraza dwie inne osoby, dopoki jest to mozliwe. Ostatniego dnia zarazania
zarazeni zostang wszyscy mozliwi mieszkancy stacji.

(c) Szoéstego dnia po zarazeniu chora osoba zdrowieje i przestaje zaraza¢ innych (w szczegdlnosci szostego
dnia taka osoba nikogo juz nie zaraza).

(d) Zadna osoba, ktéra wczesniej chorowata na fobosowy Katar, nie moze zarazi¢ sie powtornie.

Ktorego dnia od zarazenia pierwszego kolonizatora zachorowato najwiecej oso6b? Ile to byto osob?

Zad. 2. Magiczny pigciokgt

Na rysunku obok widzimy przyktad pigciokata magicznego: liczby naturalne
od 1 do 10 utozone sa na 5 wierzchotkach i 5 bokach tak, ze suma trzech liczb
wzdhuiz kazdego boku jest taka sama. Na rysunku suma ta wynosi 17.
Czy mozna przestawi¢ te liczby tak, aby pig¢ciokat pozostal magiczny, ale dla
sumy mniejszej niz 17?7 Jesli tak, to jaka jest najmniejsza mozliwa suma?
Pamietajcie, aby uzasadni¢, ze mniejszej sumy by¢ nie moze.

Zad. 3. Problem NP

W wierzchotku n-katnego graniastostupa siedzi Niespokojna Pchta i zaczyna co sekundg przeskakiwaé do
wierzchotka polaczonego krawedzig z tym, z ktorego wowczas wyskakuje, wybierajac cel za kazdym razem
losowo. Znajdz w zaleznosci od n wszystkie takie k, ze k-ty skok NP moze zakonczy¢ si¢ w kazdym
wierzchotku.



Zad. 4. Bez strat?

Gosia ma czarng skrzynke-maszynke. Przeksztalca ona dowolny podany jej ciag™ liter polskiego alfabetu na
ciag™ liter polskiego alfabetu, niekoniecznie inny niz wejsciowy, ale na pewno tak, ze z réznych ciagow
uzyska si¢ rozne. Udowodnij, ze jesli efektem dziatania skrzynki Gosi na jakims$ ciggu X jest cigg o dtugosci
mniejszej od dtugosci X, to istnieje taki ciag Y, ze efekt jej dzialania na y jest ciagiem o dtugosci wigkszej niz
dhugosc y.

* Przyjmujemy, ze ciag musi skladac si¢ z co najmniej jednej litery i ma skonczona dlugosé.

Zad. 5. Krzywy uktad
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Plaszczyzne ,,wyparkietowano” trdjkatami rownobocznymi o boku 1 i wprowadzono uktad wspotrzednych
jak na rysunku (osie pogrubiono), tak ze np. szara kropka oznacza punkt (3, 2). Odlegtosci bedziemy
mierzy¢, chodzac po krawedziach tego nieskonczonego grafu, czyli rownolegle do osi, tzn. np. punkt (3, 2)
jest odlegty od (0,0) 05,a0d (2,3)01.

Punkt A ma wspotrzedne (2023, 1000), B — wspotrzedne (44, 101), C — wspohrzedne (101, 2023), a D —
wspotrzedne (1001, 44).

Ktore punkty kratowe (o obu wspolrzgdnych catkowitych) maja najmniejsza sume odleglosci od punktow A,
B, CiDiileich jest? lle wynosi ta suma?



Zad. 6. Biurokracja

W Urzedzie Spraw Urzgdowych jest 10 ponumerowanych okienek. Obstuga petenta zaczyna si¢
od pierwszego okienka i przejscie do kazdego kolejnego okienka wymaga zatatwienia formalnosci
w poprzednim. Formalnosci w kazdym okienku polegaja na wypehieniu formularza RODO i ewentualnym
pobraniu pewnej liczby zaswiadczen, a czas obstugi jest proporcjonalny do liczby pobranych zaswiadczen.
Zaswiadczenia moga by¢ nastepnie ztozone w kolejnych okienkach, co pozwala na ich pominigcie (woéwczas
w takim okienku nie trzeba wypeia¢ formularza, ale nie mozna tez pobra¢ z niego zaswiadczen). Czas
obstugi w kolejnych okienkach opisuje ponizsza tabela.

Numer okienka 1123|456 7]18]9]10
Czas wypetniania formularza [min] 3 18 |20 | 21 | 22
Czas wydania jednego zaswiadczeniafmin] | 10 | 9 | 8 | 7 | 6 | 5 | 4 | 3 | 2 | 1
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Potrzebujesz zaswiadczenia o bieglosci w algorytmice, wydawanego w dziesigtym okienku. Jaki jest
najkrétszy czas potrzebny, by je zdoby¢?

Przyktadowa (niekoniecznie najlepsza) trasa petenta moze wygladac nastepujaco:
* W pierwszym okienku pobiera 3 zaswiadczenia;

* przez okienka nr 2 i 3 przechodzi bez pobierania zaswiadczen;

» wykorzystuje zaswiadczenia do pominigcia okienek nr 4, 51 6;

» w okienku nr 7 pobiera 2 zaswiadczenia;

* wykorzystuje zaswiadczenia do pomini¢cia okienek nr 8 1 9;

* podchodzi do okienka 10 i pobiera za§wiadczenie.

Na jej przebycie potrzebowalby (3 +3 - 10)+6+9+ (18 +2 - 4)+ 22 + 1 = 97 minut.

Zad. 7. Palindromiczna podzielnosé
Palindromem nazywamy zapis, ktory wyglada tak samo czytany od tytu, np. KAJAK, ANNA, 2222.

Ile jest wielokrotnosci trojki, ktorych zapis czworkowy jest 21-cyfrowym palindromem?

Zad. 8. Patycz(a)ki
Adas$ i Basia graja w nast¢pujaca gre, wykonujac ruchy na przemian.

Na stole leza poczatkowo 2023 patyczki. Ruch polega na zabraniu jednego patyczka, trzech lub czterech.
Przegrywa ten, kto nie moze wykona¢ ruchu. Zaczyna Adas.

Czy ktores z nich ma strategi¢ wygrywajaca, a jesli tak, to jaka? Uzasadnijcie odpowiedz!

A czy i ewentualnie jak zmienityby sie odpowiedzi, gdyby poczatkowg liczbg patyczkéw bytoby 1012



Zad. 9. Suma ciggu

Koala i Wombat graja w gre, w ktorej do wygrania jest 100 lisci eukaliptusa. Zadaniem Wombata jest
wypisanie w tajemnicy przed Koala ciggu 25 cyfr z zakresu od 1 do 9 zgodnie z nastepujacymi zasadami:

e pierwsze dwie cyfry moga by¢ dowolne, ale nie mogg obie by¢ podzielne przez 3;

o kazda nastgpna cyfra jest wyznaczana w ten sposéob, ze sumujemy dwie poprzednie cyfry, a jesli ta
suma bedzie wigksza od 9, to odejmujemy od niej 9 (przyktadowo, jesli cigg zaczynatby si¢ od 1, 6,
to dwiema kolejnymi cyframi bylyby 71 4).

Nastepnie Koala moze wybra¢ dowolng pozycje i zapyta¢ Wombata, jaka cyfra na niej stoi. Wombat musi
odpowiedzie¢ na to pytanie zgodnie z prawda. Zadaniem Koali jest zgadnigcie, jaka jest suma wszystkich
cyfr w ciggu zapisanym przez Wombata.

Jesli poda doktadng warto$¢, to otrzyma 100 lisci eukaliptusa. Gdy pomyli si¢ o X, gdzie x jest liczba
mniejsza od 100, to otrzyma 100 — X lici, a jesli pomyli si¢ o wigcej, nie dostanie nic.

Znajdzcie jak najwicksza liczbe k o tej wiasnosci, ze Koala ma sposob gry gwarantujacy, ze wygra
co najmniej k lisci, niezaleznie od tego, jaki ciag wypisze Wombat. Nie zapomnijcie o uzasadnieniu, ze
znaleziona liczba jest rzeczywiscie najwigksza.

Zad. 0. Podwdjnie zgbkowane

Rozwazmy czekolade n x n, ztozong z n? réznych kostek, dla n > 3. Zbior ztozony z wybranych kostek
czekolady nazywamy podwojnie zagbkowanym, jesli spetnia dwa warunki:

e Mmozna go pociaé poziomymi cigciami wzdtuz rowkow czekolady na n paskow 0 dtugosciach
1,2, ...,n, pojednym w kazdym ,,wierszu”;

e Mmozna go pocigé pionowymi cieciami wzdtuz rowkow czekolady na n paskow o dtugosciach
1,2,...,n, pojednym w kazdej ,.kolumnie”.

Uzasadnijcie, ze zbiorow podwdjnie zabkowanych jest nie wiecej niz 4" — 1.

Na rysunku zaznaczono na szaro trzy przyktadowe zbiory podwdjnie zgbkowane dla czekolady 3 x 3.

Uwazamy je za rozne, mimo ze drugi powstal z pierwszego przez obrét, a trzeci — przez odbicie
symetryczne.
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MECZ SPARINGOWY DOLNY SLASK — WIELKOPOLSKA
ROZWIAZANIA

(do uzytku wewnetrznego)

Zad. 1. Fobosowy katar

Wprowadzmy nastepujace ciagi:

a; — taczna liczba kolonizatorow, ktorzy sa chorzy i-tego dnia,

bi — taczna liczba kolonizatorow, ktorzy zachorowali i-tego dnia,

Ci — faczna liczba kolonizatorow, ktorzy wyzdrowieli i-tego dnia,

di — taczna liczba kolonizatorow, ktorzy i-tego dnia sg zakazeni lub sg ozdrowiencami.
Z tresci zadania wynika, ze a1 =b1=d;=1 oraz ¢i=0 dla i€ {1, 2, ..., 6}.

Ponadtodla i € {2,...,6} bi=2a-1, aa=ai-; +bi=3a-; oraz di = a, natomiastdla i >6 mamy:
Ci=bi—e, bi:2(ai_1—ci), aizai_l—ci+bi=3(ai_1—ci) oraz di =ai+Z§=1Cj.

Wzory te obowiazuja, dopoki di < 100000.

Korzystajac z tych wzoréw, mozemy wyliczy¢ wartos$ci ciagow:

Dzien ai bi Ci di
1 1 1 0 1
2 3 2 0 1
3 9 6 0 9
4 27 18 0 27
5 81 54 0 81
6 243 162 0 243
7 726 484 1 727
8 2172 1448 2 2175
9 6498 4332 6 6507
10 19440 12960 18 19467
11 58158 38772 54 58239
12| 173988 | 115992 162| 174231

Ale ostatnig linijke musimy zmodyfikowa¢, bo w Kosmokoali zyje tylko 100000 oséb, wigc di2 = 100000,
bi2 = 100000 — d11 — €12 = 41599. Zatem widzimy, ze najwiecej 0sob zakazito sie w dniu nr 12 (11 dni po

zakazeniu pierwszego kolonizatora) i bylo to 41599 osob.



Zad. 2. Magiczny pigciokgt

Pokazemy najpierw, ze nie da si¢ uzyska¢ sumy mniejszej niz 14.
Oznaczmy liczby wpisywane na wierzchotkach i bokach pieciokata jak
na rysunku obok.

Przez x oznaczmy sume liczb wzdhiz jednego boku. Wtedy:

5x=2(A+B+C+D+E)+(a+tb+c+d+e)=
=A+B+C+D+E+(A+B+C+D+E+a+b+c+d+e)=

=A+B+C+D+E+(1+2+3+4+5+6+7+8+9+10)=A+B+C+D+E+55.

Ponadto wszystkie wpisywane liczby muszg by¢ rozne i z zakresu 4
od1do 10, wigc: A+B+C+D+E >1+2+3+4+5 = 15. g 8
Ale to oznacza, ze 5x> 15+ 55=70, skad x> 14. 1 2
Teraz wystarczy pokaza¢, ze faktycznie da si¢ tak utozy¢ liczby, aby suma
byta réwna 14. Obok przyktadowy pigciokat magiczny o takiej sumie. 10 7
3 6 S

Zad. 3. Problem NP

Jesli n jest parzyste, to wierzchotki graniastostupa mozna ,,pokolorowac” zero-jedynkowo tak, zeby kazde
dwa potaczone krawedzig miaty rézne kolory, a punkt poczatkowy NP byt oznaczony 0. Wowczas w
punktach oznaczonych 0 Pchta moze znalez¢ sig tylko po parzyscie wielu skokach, a w jedynkach — po
nieparzyscie, nie istnieje wiec k, 0 jakim mowa w zadaniu.

Gdy n jest nieparzyste, to po jednym skoku NP znajdzie si¢ w jakim$ wierzchotku odlegtym od punktu
startowego o jedng krawedz, po dwoch — w jakims$ odlegtym o 0 lub 2 krawedzie, po trzech — w jakims$
odleglym o 1 lub 3 krawedzie, po czterech — w odlegtym o 0, 2 lub 4 krawedzie itd. — jesli do jakiego$
wierzchotka moze doj$¢ po m skokach, to moze znalez¢ si¢ w nim rowniez w sekundzie m+2 (przechodzac
przez ktoras krawedz w t¢ i we w t¢), a zatem takze w sekundach m+4, m+6 itd.

W sekundzie n moze znalez¢ sie¢ we wszystkich wierzchotkach o nieparzystej odlegtosci od startu (bo n jest
nieparzyste i wigkszej odlegto$ci w rozpatrywanym grafie nie ma) i moze tez by¢ juz w kazdym innym, bo
zdazy doj$¢ do niego, obchodzac podstawe w odpowiednia strong. Jest to najmniejsze takie K, bo wierzchotki
lezace w odleglosci 2 od startowego i nielezace na tej samej co on podstawie wymagajg n—1 krokow na tej
podstawie i jednego, zeby si¢ na nig dostac.

Dla n nieparzystych szukane k to zatem wszystkie liczby nat. nie mniejsze od n.

Zad. 4. Bez strat?

Gdyby wszystkie ciagi dlugosci mniejszej niz dlugo$¢ x (oznaczmy ja [X|) dawaty po przejsciu przez
maszynke ciggi dlugo$ci takiej samej lub mniejszej (czyli mniejszej niz dtugos¢ X), to poniewaz rézne ciggi
maja dawac rozne, kazdy cigg dlugosci < [x| bylby efektem dziatania maszynki na jakim$ ciaggu dlugosci
ponizej |X|, co przeczy temu, zeby ktory$ byt zarazem efektem dziatania maszynki dla ciagu X.



Zad. 5. Krzywy uktad

Wszystkie punkty (X, y), takie ze xe[101, 1001] i ye[101, 1000] maja sume, o ktorej mowa w zadaniu,
réwng (2023 —x) + (1000 —y) + (x —44) + (y — 101) + (x — 101) + (2023 —y) + (1001 — X) + (y — 44) =
= 6047 — 44 — 246 = 6003 — 3 — 243 = 5757.

Ta suma jest najmniejsza mozliwa, bo jesli P jest punktem spoza tego obszaru, to prowadzac przez niego
proste rownolegle do osi, spowodujemy, ze po jednej stronie ktorejs z tych prostych znajda si¢ co najmnie;j
trzy sposrdd punktow A, B, C, D, a wowczas przesuwajac P o 1 w t¢ strong, zmniejszymy jego sume
odlegtosci od A, B, C i D, bo przynajmniej trzy sposrod AP, BP, CP, DP zmniejszg si¢ o 1, a czwarta nie
wzro$nie wigcej niz o 1.

Szukanych punktow jest (1001-100)(1000-100) = 810900.

Zad. 6. Biurokracja
Uzyjemy metody programowania dynamicznego. Rozwazmy stany okreslone przez trojki
liczb (i, j, k), gdzie: i— numer okienka przy ktorym jest petent;
J — liczba zas§wiadczen posiadanych przez petenta;
k — 0, jesli petent jest obstugiwany (i ma wypetiony formularz RODO),
1, jesli jego obstuga jest zakonczona.

Niech f(i, j, k) oznacza minimalny czas potrzebny do dojscia do stanu (i, j, k). Funkcja f spetnia
nastepujace rOwnania:

f(i, j, 1) = min(f(i, j, 0), f(i— 1, j + 1, 1)), f(i,j, 0) = min(f(i,j — 1, 0) +yi, f(i — 1, j, 1) + Xi),
gdzie x; to czas wypelnienia formularza, a yi — czas wydania jednego zaswiadczenia w okienku nr i.

Wartosci f sg wyliczone w tabeli.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
o,12j0j12}j0}1/j0)J12jo0oj1jo0j1j0)J1jo0oj1j0]1]0
3131919 ]18]18|30|26][40[34]50]42|60|50]|70|58]79]|64]|86
13113 |18 |18 |26 |26 |37 |34 |46 4255|500 |64 58| 73|64
23 |23 |27 |27 |34 |34 44142 |52 |50 |60 |58 |68 |64
33|33 ]36|36|42 |42 |51 |50)|58|58]|65]|64
43 143 145145 |50 | 50|58 |58 |64 | 64
53 |53 | 54|54 |58 |58 ]|65]|65
63|63 | 63 | 63 | 66 | 66
7373|7272
83 | 83
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Odpowiedzig jest f(10, 0, 0) + 1 =87 [min].



Zad. 7. Palindromiczna podzielnosé

Podzielno$¢ przez 3 jest rtOwnowazna faktowi, ze ,,suma cyfr” zapisu czworkowego dzieli si¢ przez 3, co
wynika z nastepujacych kongruencji mod 3: 4 = 1, wiec 4" = 1 dla wszystkich n € N (zatem np. liczba o
zapisie czworkowym abcdefg, czyli g+f-4+e-42+d-43+c-4*+b- 45+ a- 4° przystaje do
g+f+e+d+c+b+a).

Zapis czworkowy takiej liczby mozemy tworzy¢, wybierajac jako pierwszg jej cyfre 1, 2 lub 3, jako cyfry od
drugiej do dziesiatej — 0, 1, 2 lub 3, nastepnie odbijajac je symetrycznie na pozycje od dwunastej do ostatniej
1 wreszcie wstawiajac jako jedenastg cyfre gwarantujaca podzielnos¢ przez 3.

Jesli suma cyfr od pierwszej do dziesiatej dzieli si¢ przez 3, to rowniez suma wszystkich poza jedenasta
dzieli si¢ przez 3, wigc na jedenastej pozycji moze by¢ 0 albo 3, w przeciwnych wypadkach zawsze jest
jedna mozliwo$¢ wyboru cyfry jedenastej (niepodzielna przez 3 suma cyfr od pierwszej do dziesiatej
pomnozona przez 2 daje liczbe niepodzielna przez 3, czyli dajaca reszte 1 lub 2, a w obu tych wypadkach
sposrod cyfr systemu czworkowego tylko jedna da sume podzielng przez 3).

Wszystkich uktadow poczatkowych dziesieciu cyfr jest 3 - 4°. Aby otrzymaé odpowiedz do zadania, trzeba
doliczy¢ (zliczajac je w efekcie podwdjnie) te uktady, ktore sg zapisami czwérkowymi podzielnych przez 3
liczb ze zbioru [1 000 000 0004, 3 333 333 333,4]. Jest ich (3 333 333 333 — 333 333 333)4/ 3 (bo dzielna jest
wielokrotno$cig trojki) = 4°. Odpowiedzig jest zatem 4 - 4° = 410 = (219)2 = (1000+24)? =

= 1000000+48000+576 = 1048576.

Zad. 8. Patycz(a)ki

Zauwazmy, ze gdy na stole jest jeden patyczek, trzy lub cztery, osoba wykonujaca ruch moze tatwo wygrac.
Sa to wigc sytuacje wygrywajace i zapiszmy to symbolicznie jako 1, 3,4 € W. Gdy na stole leza 2 patyczki,
jedyny mozliwy ruch prowadzi do przegranej (bo przeciwnik znajdzie si¢ w sytuacji wygrywajace;j),
zapiszmy wiec 2 € P. Mozemy dodac¢ takze: 0 € P. Z kolei z sytuacji, gdy na stole jest 5 lub 6 patyczkow,
da si¢ dojs¢ do sytuacji przegrywajacej, wiec 5,6 € W.

Zauwazmy zatem, ze dlar € {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} zachodzi: r e P < r € {0, 2}.

Zatozmy teraz, ze wsrdd liczb postaci 7n+r, gdzien e N,ar € {0,1, 2,3,4,5,6}, 7Tntre P<r € {0, 2},
i popatrzmy na sytuacje 7(n+1)+r, gdzier € {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Jak fatwo sprawdzi¢, 7(n+1) € P,
7(n+1)+1 e W itylkodlar € {0, 2} kazdy ruch z sytuacji 7(n+1)+r prowadzi do sytuacji wygrywajacej,
wige 7(n+l)+r e P<r e {0, 2}.

Z zasady indukcji matematycznej wnosimy zatem, ze wszystkie sytuacje postaci 7n i 7n+2 sg przegrywajace,
a wszystkie pozostale — wygrywajace.

2023 = 21+2-1001 = 7(3+2-11-13), wiec Adas przegra niezaleznie od swojego postepowania, jesli Basia w
kazdym swoim ruchu doprowadzi do sytuacji wygrywajacej, a moze to robic.

Rozpatrujac przystawanie mod 7, mamy: 10 = 3101 = ((36)16.32)(32.3), a poniewaz 3°=1, 10101 =
(1%6-2)-(2-3) = 2:(-1) = 5, wigc przy rozpoczynaniu gry z 10! patyczkow strategie wygrywajacg ma Adas.

Zad. 9. Suma ciggu

Strategia Koali: prosi Wombata o podanie cyfry zapisanej na pierwszej pozycji. Pokazemy, ze jesli cyfrg tg
jest X, to suma wszystkich cyfr w ciagu wynosi 117 + X. Zauwazmy najpierw, ze Wombat mogt wybra¢ dwie
pierwsze cyfryna 9-9—3-3 =81 -9 =72 sposoby (bo nie mogg one by¢ obie wielokrotnosciami trojki).
Rozpatrzymy rézne mozliwosci rozpoczecia ciagu przez Wombata:

* (1, 1) — wtedy pierwsze 25 elementow to: 1,1,2,3,5,8,4,3,7,1,8,9,8,8,7,6,4,1,5,6,2,8, 1,9, 1



Zauwazmy tez, ze gdyby Wombat musiat wpisa¢ kolejng cyfre zgodnie z opisanymi w zadaniu zasadami, to
bytaby to 1 i elementy ciggu zaczelyby si¢ powtarzaé. Innymi stowy, gdyby rozpatrywaé nieskonczony ciag
zaczynajacy sie¢ od pary (1, 1) tworzony zgodnie z zasadami, to bytby on cykliczny z okresem dlugosci 24.
Oznacza to, tez ze jesli rozpatrzymy dowolny ciagg dilugosci 24 tworzony zgodnie z zasadami
i rozpoczynajacy si¢ od jednej z par kolejnych elementow wystepujacych powyzej, to wystepujace w nim
cyfry utworza multizbior réwny multizbiorowi tworzonemu przez pierwsze 24 cyfry wypisane powyzej.
Suma cyfr w takim multizbiorze to 117. Natomiast, gdyby przedtuzy¢ taki ciag o jeden element, to bytby on
rowny pierwszemu elementowi w danym ciggu. Stad suma bytaby réwna 117 + X, gdzie x to pierwszy
element ciggu. Zauwazmy tez, ze ze wzgledu na przesunigcia cykliczne ten przypadek zawiera 24 rozne
rozpoczecia ciggu przez Wombata (i zadne z nich nie stanowig pary liczb podzielnych przez 3).

* (2, 2) — wtedy pierwsze 25 elementow to: 2,2,4,6,1,7,8,6,5,2,7,9,7,7,5,3,8,2,1,3,4,7,2,9, 2.

Kolejnym wypisanym elementem bylaby 2 i dzigki temu podobnie jak wyzej wida¢ cyklicznos¢ ciagu z
okresem 24. Zatem ponownie dowolny ciag dlugos$ci zaczynajacy si¢ od dwoch kolejnych z ciagu
wypisanego powyzej bedzie miat sum¢ rowng sumie pierwszych 24 elementéw wypisanych powyzej, czyli
117, a gdyby dopisac jeszcze 25. element, to bytby on rowny pierwszemu Wyrazowi ciggu.

Tym samym rozpatrzyliSmy 24 nowe rozpoczecia ciagu.

* (4, 4) — wtedy pierwsze 25 elementow to: 4,4,8,3,2,5,7,3,1,4,5,9,5,5,1,6,7,4,2,6,8,5,4,9, 4.

Kolejnym wypisanym elementem bylaby 4 i dzigki temu podobnie jak wyzej wida¢ cykliczno$¢ ciggu z
okresem 24. Zatem ponownie dowolny ciag dlugos$ci zaczynajacy sie¢ od dwodch kolejnych z ciagu
wypisanego powyzej bedzie mial sum¢ réwng sumie pierwszych 24 elementow wypisanych powyzej, czyli
117, a gdyby dopisac jeszcze 25. element, to bytby on rowny pierwszemu elementowi ciagu.

Tym samym rozpatrzyliSmy 24 nowe rozpoczecia ciagu.

RozpatrzyliSmy wszystkie mozliwe rozpoczecia ciggu przez wombata. Widzimy, ze zawsze suma 25
elementow to 117 + X, gdzie X jest pierwszym elementem ciggu.

Zad. 0. Podwdjnie zgbkowane

W rzeczywistosci jest ich doktadnie 4" — 1, ale my wymagamy tylko oszacowania z gory.

Zaznaczmy na szaro wszystkie pola planszy nalezace do zbioru podwojnie zabkowanego A. Udowodnimy
najpierw, ze po pocieciu zbioru A na pionowe (lub poziome) paski cigg dtugosci hi, ..., hn paskow
pionowych tworzy permutacje typu ,,gorka”, to znaczy wyraz rowny N ma z lewej strony ciag rosnacy (by¢
moze pusty), a z prawej malejacy.

Zat6zmy nie wprost i bez straty ogolnosci, ze ciag hi, ..., hn opisuje wysokosci paskéw pionowych, pasek
dhugosci n jest w kolumnie k i popatrzmy na szary pasek w kolumnie i k. Zauwazmy, ze z definicji zbioru
A wynika, ze jeSli dwa szare pola planszy leza w tej samej linii, to wszystkie kwadraciki pomiedzy nimi
(w tej samej linii) tez sa szare. Zatem wszystkie pola w wierszach zajetych przez pola paska z i-tej kolumny
znajdujace si¢ pomiegdzy i-ta kolumng a kolumna k (czyli paskiem dlugosci n) tez sg szare.

Wynika z tego, ze wszystkie paski migdzy kolumng i a kolumng k maja dlugos¢ nie mniejsza niz h;. To
dowodzi monotonicznosci z lewej i z prawej strony kolumny K. Tak samo dowodzimy, ze po pocigciu zbioru
A na paski pionowe otrzymamy ciag dtugosci typu ,,gorka”.

Aby utworzy¢ ciag typu gorka, nalezy wybraé¢ sposrod elementow zbioru {1, 2, ..., n — 1} jaki$ podzbior,
by¢ moze pusty, ustawi¢ go na jeden sposoéb w cigg rosnacy, po nim ustawic liczbe n, a po niej ciag malejacy
zlozony z pozostatych elementow. Zatem permutacji typu ,,gorka” jest 2" 1,

Poniewaz zbiorow podwdjnie zabkowanych jest nie wiecej niz par ciagéw N, z ktérych jeden opisuje
dtugosci paskoéw poziomych, a drugi pionowych, mamy co najwyzej 2"~ - 2""1=4""1 zbioréw podwdjnie
zabkowanych.



