KONKURS MATEMATYCZNY KOMA 2023 ELIMINACJE SZKOLY SREDNIE

ELIMINACIJE SZKOLNE

LOGIKA INDUKCJI MATEMATYCZNEJ - NOTATKI Z WYKLADU
PLAN WYKtADU
1) Intuicja indukcji
2) Twierdzenie o indukgji
3) Dowdd indukcyjny — grzechy gtéwne
4) Dowdd indukcyjny — jak to zrobié (zadania)
Ad. 1. Intuicja domina. Film: https://www.youtube.com/watch?v=V-QkFryllbQ
Trzeba odpowiednio mocno pchngé pierwszego i zachowad wtasciwe odstepy, to wszyscy sie przewrdca.

Ad 2. Twierdzenie o indukcji matematycznej (TIM). Dowodliwe na gruncie arytmetyki, ale lezy blisko aksjomatéw
liczb naturalnych (w pewnej wersji samo moze by¢ aksjomatem), dlatego go nie dowodzimy. Ale musimy je
wiasciwie rozumiec.
Zatozenia: 1) Twierdzenie T zachodzidla 1 (notacja: T(1) jest prawdziwe),
2) Dla kazdej liczby n>1 zachodzi implikacja T(n) = T(n+1), gdzie T(n) oznacza twierdzenie zapisane dla liczby n, a
nie prawdziwos$¢ T(n).
Teza: Twierdzenie T zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych — notacja T(N).
Mozliwe warianty (przyktadowe):
e Zachodzi T(125) i implikacja T(n) =T(n+1). Wtedy teza zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych n>125.
e Zachodzi T(2) iimplikacja T(n) =T(n+2). Wtedy teza zachodzi dla liczb parzystych dodatnich.
e Zachodzi T(2) iimplikacja T(n) =T(2n). Wtedy teza zachodzi dla poteg dwdjki >2.

Ad 3. Grzech 1. Czy w TIM zaktadamy teze twierdzenia T? Uczniowie czesto mowig: Zatézmy, ze T(n) jest
prawdziwe, pokazemy, ze prawdziwe jest T(n+1). Wtedy nie potrzeba zadnego dowodu, wszak zatozylismy teze
dowodzonego twierdzenia T (wobec duzego kwantyfikatora nad n). NIE zaktadamy tezy, bowiem faktycznie
sprawdzamy prawdziwos¢ implikacji dla wszystkich n, zaréwno dla tych, dla ktérych T(n) jest prawdziwe, jak i
fatszywe. Kiedy implikacja jest prawdziwa? Kiedy poprzednik jest fatszywy, a nastepnik dowolny oraz kiedy
poprzednik jest prawdziwy i nastepnik tez. Oba te przypadkisg sprawdzane i dopiero z tego wynika prawdziwos¢
implikacji w 2). Tyle ze w | przypadku implikacja jest prawdziwa, wiec tym przypadkiem nie trzeba sie specjalnie
zajmowac. Zajmujemy sie wiec przypadkiem II. Dowéd implikacji p = g nie orzeka nic o prawdziwoscizdan pi g
(zdanie Jesli Wgchock jest stolicq Polski, to jestem stoniem. jest prawdziwe.)

Zad. 1. Wyznaczy¢ zbidr liczb rzeczywistych, kiedy implikacja x>0 = x>1 jest prawdziwa. Odp. (-0, 0]\(1, ).

Grzech 2. Uczniowie czesto sprawdzajg, ze zachodzi T(1) oraz ze zachodzi implikacja T(n)=T(n+1) w przypadku,
gdy T(n) jest prawdziwe. Na tym konczg dowdd. A to niczego nie dowodzi. To jest tylko sprawdzenie zatozen
pewnego twierdzenia. Trzebajeszcze to twierdzenie zastosowaciz niego dopiero wynika, ze T jest prawdziwe dla
wszystkich liczb naturalnych. Analogia do twierdzenia Pitagorasa. Mamy wykazaé, ze zachodzi zwigzek miedzy
dtugosciami bokow trojkata, sprawdzamy, ze to jest trojkat prostokatny i koriczymy dowdd nic nie wykazawszy o
bokach.

Ad. 4. Rozwigzmy przyktadowe zadania pokazujace niuanse logiczne dowoddw indukcyjnych.

)
ﬁ...x/z_
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Zad. 2. Udowodnij, ze wszystkie wyrazy ciggu a, = V2 (w zapisie \/Ewystepuje n razy, a potegowanie
wykonujemy od najwyzszego wyktadnika) sg mniejsze od 2. Oczywiscie ne{1, 2, 3, ...}

Rozwigzanie: 1) Sprawdzamy, czy T(1) jest prawdziwe. Tak, bo a; = v/2 jest mniejsze od 2.

2) Kiedy T(n) dla jakiego$ n jest nieprawdziwe, implikacja T(n)=T(n+1) zachodzi, a kiedy T(n) dla jakiegos$ n jest
prawdziwe, czylia, <2, mamy a,,; = \/fan< \/22 < 2, czyli T(n+1) tez jest wéwczas prawdziwe, zatem implikacja
T(n)=T(n+1) zachodzi.

3) Sprawdzilismy, ze spetnione sg zatozenia TIM. Stosujemy zatem to twierdzenie i na jego mocy mamy, ze a,<2
dla wszystkich n naturalnych, cbdo.
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Zad. 3. Twierdzenie o tym, ze wszystkie koty sg czarne. Mozna ew. pomina¢.

Zad. 4. (mozna ew. pomingé) Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnos¢

124924324 +(n_l)2+n2:n(‘u+1)(‘2n+l)
... c _
Rozwigzanie:
1° Dla n =1 réwnosé przyjmuje postaé 1 =1, jest wiec prawdziwa.

2° Niech n bedzie taka liczba naturalng, ze prawdziwa jest réwnosé
Udowodnimy, ze wowczas

. : . 1 2)(2n+3
12—1-22—1-32—!—,“—!—(?;—1}2—|—n2—|—(n—|—1)2=(ﬂi )(n+2)(2n+ ).

6
Wychodzac od lewej strony rownosci i korzystajac z zalozenia indukeyjnego, otrzy-
mujerny
. . ’. 1)(2n+1 .
2422432+ 4+ (n—1)2% 40+ (n+1)%= n(n+ 2 ntl) (n+1)%=
n+1 1 1 n+2)(2n+3
— ”_g (n(2n+1)+6(n+1)) = nz . (2-n2+7n+6) = (n+ )(”_E )(2n+ ):

co dowodzi prawdziwosci implikacji indukcyjnej. Na mocy TIM nierdwnosc¢ zachodzi dla kazdej liczby naturalnej.

Zad. 5. Dowie$¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé 30n < 2" + 110.
Rozwigzanie:
1° Dla n =1 sprawdzamy bezpoérednio 30 <24 110 =112.
2° Zatozmy, ze 30n < 2™+ 110. Udowodnimy nieréwnosé
30(n+1) < 2"t +110. Stosujac zalozenie indukeyjne otrzymujemy ciag nieréwnodci:

30(n+1)=30n+30 <2"+ 110+ 30 = 2" + 110430 — 2" < 2" + 110,
przy czym ostatnia nieréwnosé zachodzi dla n = 5.
Zatem nierownosc ( zostala udowodniona dla n = 5.
Pozostaje sprawdzid, ze
dla n =2 mamy 60 <4+ 110=114,
dla n=3 mamy 90 <8+ 110 =118,
dla n =4 mamy 120 < 16+ 110 = 126.

czyli dowodzona nieréwnos¢ zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych. Wydaje sie, ze sprawdzilismy wszystko,
ale dlaczego dla n=6 mamy 180<174? Gdzie jest sprawdzenie T(5)? Co tak naprawde udowodnilismy?

Zad. 6. Czy prawdziwa jest nierdwnos¢ n* <2"?

1) Dla n=1jest prawdziwa.

2) Zatézmy, ze jakie$ n spetnia te nieréwnosé, chcemy pokazaé, ze zachodzi (n+1)4 <271,
Mamy:

1\* 1! 4 6 4 1
(n+1)t=nt- (22 -<~2“"(1+‘) = (140 ) <
T

) n nf nd nt

4 6 4 1 4 11 4 12
42“-(1+—+—2+—2+—2):2“A(1+—+ 2) 2" (1+ + 2)
T n T n T 1 mn

4 2 6
s.;:z"-(u— }—) 2“-(11 —)s.;:zﬂ-z an L,
T T T

Szacowanie w Il linijce celowo jest tendencyjne (przez 1/n? a nie 1/n), zeby nie spali¢ dowcipu.

Ostatnia linia jest poprawna dla n>6. Czy na mocy TIM twierdzenie jest prawdziwe dla liczb naturalnych n>6?
Nie, bo nie jest prawdziwe dla 2, 3, 4, ..., 15. Dla n=16 zachodzi réwnos¢ i to jest nasz warunek 1), czyli na mocy
TIM twierdzenie jest prawdziwe dla liczb naturalnych n>16?
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UWAGI ORGANIZCYINE
1. Czas trwania wyktadu 45 min. Czas pisania zadan 45 min. Nie trzeba rozwigzaé wszystkich zadan.
Nie uzywamy kalkulatoréw.
Termin konkursu szkolnego: 30 XI (mozna zrobi¢ jednego dnia wykfad, drugiego zadania).
Odsytanie wynikéw mejlem na adres: mikolaj@math.uniwroc.pl do 4 XII.
Wyniki przesta¢ w pliku xIs zgodnym ze wzorem zamieszczonym na stronie www konkursu.
W przypadku duzej liczby uczniéw i duzego rozrzutu wynikéw nie trzeba wysyta¢ wszystkich nazwisk, ale nalezy w
tresci mejla podac liczbe uczestnikéw wyktadu i czesci zadaniowej w kazdej kategorii.
7. Prac nie trzeba przesyfaé poczta, ale nalezy je zachowac¢ do czasu ogtoszenia listy finalistow. W przypadku duzych
odchylen wynikéw z danej szkoty od sredniej, mozemy poprosi¢ o przestanie prac.
8. W zad. 1-8 kazdy podpunkt jest oceniany zero-jedynkowo. Nie ma potéwek za czesciowo poprawne odpowiedzi.
9. Finaty w Instytucie Matematycznym UWr, pl. Grunwaldzki 2, 50-384 Wroctaw 16 Xll, poczatek godz. 10:15, sala HS.

ok wnN

KLUCZ ODPOWIEDZI
1. a) R\{0} lub (-0, ©0)\{0} lub (-0, 0)(0, ), b) [1, ), ¢) R lub (-0, ), d) (-2, 2)U[2, ) lub (-2, ©)
a)T,b)N,c)N,d) T
a)T,b)T,c)N,d) N
a)T,b)T,c)T,d)T
a)T,b)T,c)T,d)T
a)T,b)T,c)T,d)T
a)T,b)N,c)N,d)N
a)N,b)T,c)N,d)T
265.n < 265.64 = 265.26 = 271 < 2n4+271 4 pkt (po 1 punkcie za kazde przejscie)
10 0°Dla n £64 mamy zad. 9. Dla n > 65 dowodzimy indukcyjnie.

CONDU S WN

1° Dla n = 65 porownujemy lews i prawa strone nierowno$ci danej w tresci zadania:
£
[=2%.65,
i 4, ] [ 5 } [ 0 'u:_ i i 3 il =l i 3
P=2% 427 =20 49595 9% 4 64.2% —65.2%
skad L—=P.
2° Niech n = 65 bedzie taka liczba naturalng, ze
2%.n 2" 427,
W celu przeprowadzenia zasadnicze] czesei dowodu indukeyjnego cheemy wykazaé, ze
Z powyzsze] nierownosclt wynika nierownosé
2. (n+1) < 2mH 2™
Wychodzac od lewej strony powyzsze] nierownosci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego
oraz 7 nierownosci n 2 65 otrzymujemy
L_zﬁo_ (n_|_ -I-:l _20d_n+2ﬁd g 2TL+271 _I_2lf:5 5_:27:+2I1 +2Tt _2Ft+l_|_2'?l - P’
3° zatozenia TIM sa spetnione, wiec na mocy TIM nierdwnosc jest spetniona dla n>65.
Po 1 punkcie za: 0°, 1°, 2°, 3°.
11. Dowdd dzielimy na dwa przypadki. 0° Dla n<27 zachodzi 328-n < 328.27 = 328.33 = 331 < 37+331 dl|a n>28 indukcyjnie.
1°dla n=28 mamy L = 328.28 =P
2°niech n>28 bedzie taka liczbg, ze 328-n <37+331, pokazemy, ze z tego wynika, ze 328.(n+1) < 3n+14331,
Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnodci i korzystajae #z zalozenia indukeyjnego
oraz 7 nierownosci n = 28 olrzymujemy
L=3"-(n+1)=3%-n4+38 <3"+ 3" + 38 <3" 4+ 3% 43" =2.3" 4+ 3% <
<3-3" 433 =gty 3l p

3°na mocy TIM i 0° nieréwnos¢ zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych. Po 1 punkcie za: 0°, 1°, 2°, 3°.
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Uwagal! Liczby naturalne nie zawierajg zera (0 N).

Zad. 1. Wyznacz zbidr liczb rzeczywistych, dla ktorych
podana implikacja jest prawdziwa.
a) x<1=x2>0

b) x<1= x*<0

c) x°>32 = x°>64

d) x°<32 = x5<64

W zad. 2-8 przy kazdej odpowiedzi wpisz TAK lub NIE.

VZ
ﬁ...x/i

2
Zad. 2. Niech a, =2

V2 wystepuje n razy).
V2
a)a, =v2

N
b)a3=\/§ 2
V2

(w tym zapisie

V2 2
-2

C)dn1=ay

d) Gpa=VZ "

Zad. 3. Dla ciggu a, z poprzedniego zadania
i twierdzenia Tmoéwiacego, ze kazdy wyraz tego ciggu
jest mniejszy od 2:

a) T(1) jest prawda.
b) T(2) jest prawda.

c) T(13) jest fatszem.

d) T(1000005) jest fatszem.

Zad. 4. Dla ciggu a, i twierdzenia Tz poprzedniego
zadania prawdg jest:
a) Jesli T(n) jest prawdg, to T(n+1) tez. ....ccceeeevvvenee.

b) Jesli T(n) jest fatszem, to T(n+1) tez. ....ccceeeevneen.
c) Jesli T(n+1) jest prawdg, to T(n) tez. ....cceeeeveereunees

d) Jesli T(n+1) jest fatszem, to T(n) tez.....cccceuun....e.

ELIMINACJE SZKOLY SREDNIE

SZKOTA: teniiiiiie s

Zad. 5. Dla ciggu a, i twierdzenia Tz poprzedniego
zadania prawdg jest:

a) Jesli T(n) jest prawdg, to implikacja

T(n) = T(n+1) tei.
b) Jesli T(n) jest fatszem, to implikacja

T(n) = T(n+1) tez.

c) Jesli T(n) jest prawdg, to implikacja

T(n+1) = T(n) tei.
d) Jesli T(n) jest fatszem, to implikacja

T(n+1) = T(n) tei.

Zad. 6. Niech twierdzenie T méwi, ze wszystkie wyrazy
N
V2

ciggu a,samniejsze niz 3, gdzie a, = V2
zapisie V2 wystepuje n razy).
a) T(1) jest prawda.

b) Jesli T(n) jest prawda, to implikacja
indukcyjna tez.
c) Jesli T(n) jest fatszem, to implikacja
indukcyjna tez.

(wtym

d) Tjest prawda.

Zad. 7. Jeslidla pewnego twierdzenia Tzdania T(1) i T(7)
sg prawda, a implikacja indukcyjnazachodzidla n>3, to
wiadomo, ze:

a) T(8) jest prawda.

b) T(5) jest prawda.

c) T(4) jest prawda.

d) Dla n naturalnych zdanie T(n) jest prawdziwe
tylkodlan=1orazne{7,8,9,10,..).  .rrerereeeeeernnnn.
Zad. 8. Jesli dla pewnego twierdzenia T implikacja
indukcyjna zachodzi dla n>7, to prawdziwa musi by¢
implikacja:

a) T(7) = T(8)

b) T(8) = T(9)
c) T(7) = T(77)

d) T(8) = T(88)
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Zad. 9. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalne;j Zad. 11. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej
n <64 zachodzi nieréwnos¢ 2%°-n < 2"+271, zachodzi nieréwnos¢ 3%8-n < 37+331,

Zad. 10. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej
zachodzi nieréwnos¢ 25°-n < 27+271,



