KOMA 2024 FINAL METODA ROZNICOWA

NOTATKI DO WYKLADU

MLO: Pojecia kwadrat/szescian/ 4 potega liczby, kwadraty/szesciany kolejnych liczb, kolejne potegi
tej samej liczby.

MLO/JUN: Potega zerowa liczby (0°), cigg arytmetyczny, n-ta pochodna ciggu, notacja P(0), P’(2),
PV(3).

Operacja roznicy. Ciekawscy uczniowie czesto zauwazaja, ze gdy wypiszag kwadraty kolejnych liczb
naturalnych, réznice miedzy nimi zachowujg sie bardzo regularnie — dajg kolejne liczby nieparzyste.

Ajesli obliczymy réznice miedzy tymi réznicami, otrzymamy stale 2. Po ponownym obliczeniu réznic
dostajemy cigg zer. Dalej obliczanie réznic nie ma sensu, wyjdg same zera.

0 1 4 9 16 25 LO/JUN: (n+1)2 - n?=2n+1 = A(n?)
1 3 5 7 9
2 2 2 2
0 0 0
0 o0
0

Pomyslmy, co stanie sie, gdy wyjdziemy nie od kwadratéw kolejnych liczb, tylko od kwadratéw
powiekszonych o 1/3/17? Sprawdz, ze kiedy zaczniemy tréjkat od liczb 1, 2, 5, 10, 17, 26..., (n*+1),
kolejne wiersze nie zmienig sie, bedg wygladaty tak samo, jak dla kwadratéw.

1 2 5 10 17 26 LO/JUN: (n+1)*+a - (n*+a) = 2n+1 = A(n*+1)
1 3 5 7 9
2 2 2 2
0 0 0
Ajesli wyjdziemy od dowolnego ciggu liczb, a potem powiekszymy jego wyrazy o te sama liczbe?
ai a» as aa a+17 a,+17 as+17 as+17
I I I3 £ Ip) rs

Ogoéblnie mozna powiedzied, ze jesli do wszystkich liczb w pierwszym rzedzie dowolnego ciggu
dodamy jakas liczbe, to w nastepnych rzedach nic sie nie zmieni. (wtasno$é dodawania statej)
To tak, jakby dodawaé ,wyraz po wyrazie” cate tabelki liczbowe:
ai as as aa + 17 17 17 17

r I I3 0 0 0

Co zmieni sie, jesli do kwadratow kolejnych liczb naturalnych dodamy te kolejne liczby naturalne?
Zaczniemy od 02+0, 12+1, 2242, 32+3, 4?+4, 5°+5, ..., (n*+n):

0 2 6 12 20 30 LO/JUN: (n+1)?+n+1 = (n?+n) = 2n+2 = A(n?+n)
2 4 6 8 10
2 2 2 2
Teraz pierwszy rzad rosnie o n (w stosunku do ciggu kwadratéw), a rzad réznic o 1 (o tyle rosnag
dodawane do kwadratéw liczby), natomiast w nizszych rzedach nic sie nie zmienia. Znowu mozemy
dodawac cate tabelki wyraz po wyrazie (wychodzi to samo, co powyzej):

0 1 4 9 16 25 + 0 1 2 3 4 5
1 3 5 7 9 1 1 1 1 1
2 2 2 2 0 0 0 0

A co bedzie, jesli do kwadratow kolejnych liczb bedziemy dodawac kolejne liczby parzyste?
Zaczniemy od 02+0, 12+2, 22+4, 32+6, 4%+8, 52+10, ..., (n?+2n):
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0 3 8 15 24 35 LO/JUN: (n+1)? +2n+2 - (n*+2n) = 2n+3 = A(n*+2n)
3 5 7 9 11
2 2 2 2
Teraz pierwszy rzad wzrdst o 2n w stosunku do ciggu kwadratéw, a rzad réznic o 2 (o tyle rosnag
dodawane do kwadratéw liczby), natomiast w nizszych rzedach nic sie nie zmienito. | znowu to
samo wyjdzie z dodawanie tabelek wyraz po wyrazie:
0 1 4 9 16 25 + 0 2 4 6 8 10
1 3 5 7 9 2 2 2 2 2
2 2 2 2 0 0 0 0

Mozna zauwazy¢, ze jesli w pierwszym rzedzie dodajemy dwa ciagi, to ciggi réznic uzyskane dla tych
ciggoéw w drugim rzedzie takze nalezy dodac. (wtasnos¢ dodawania, czyli addytywnos¢ operacji
réznicy) Jesli mamy ciagi (z réznicami):
an a» as aa b1 b2 bs b4
r ) rs P P Ps
To dla ciggu: at+b, at+b; ast+bs as,+b, mamy:
r+p, 0o rs+p0s

Teraz zacznijmy nie od kwadratéw tylko od ich dwukrotnosci / trzykrotnosci. Wtedy wszystkie liczby
w trdjkacie sie podwojg / potrojg i znowu w czwartym rzedzie otrzymamy same zera.

0 2 8 18 32 50  LO:a(n+1)2-an?=a((n+1)>~n?) = a(2n+1), JUN: a=17
2 6 10 14 18
4 4 4 4
0 0 0

A jesli wyjdziemy od dowolnego ciggu liczb, a potem powiekszymy jego wyrazy tyle samo razy?

ai a» as aa 17-a4 17-a» 17'83 17-a4
r r rs 17-r4 1712 1713

Ogoélnie mozna powiedziec, ze jesli wszystkie liczby w pierwszym rzedzie pomnozymy przez jakas
liczbe, to wszystkie liczby w nastepnych rzedach tez musimy pomnozy¢ przez te sama liczbe.
(wtasnosé mnozenia przez liczbe, czyli jednorodnos¢ operacji roznicy)

JUN/LO: Wyrazenie, w ktorym niewiadoma n jest mnozona przez siebie lub przez liczbe nazywamy
jednomianem np. 7n?, 2n, a kiedy dodajemy jednomiany (i state), powstaje wielomian. Najwyzsza
potega przy niewiadomej n nazywa sie stopniem wielomianu. Stata, to wielomian stopnia 0.

Dopisywanie nizszych rzeddéw (przez wyliczanie réznic) nazywamy rézniczkowaniem. Sprébujmy
na odwrét: do nizszego rzedu dobieramy wyzszy, co nazywa sie catkowaniem.

Cwiczenia z catkowania (do Il rzedu dobieramy | rzad) — odgadywanie i sprawdzanie w tabelce

1) Jak dobra¢ cigg, zeby w drugim rzedzie dostac cigg o statej réznicy?

Odp. a atr a+2r a+3r a+nr

Taki cigg nazywamy ciggiem arytmetycznym (sg to wartosci wielomiandw stopnia 1 wyliczone w
kolejnych liczbach naturalnych).

2) Jak dobrac ciag, by w drugim rzedzie dostac¢ kolejne liczby parzyste?
Odp. Kwadraty dawaty liczby nieparzyste, wiec trzeba zmniejszyc¢ je o 1, czyli od kwadratéw odjac n.
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3) Jak dobraé ciag, by w drugim rzedzie dostac¢ kolejne liczby naturalne?
Odp. Potéwki poprzednich liczb, czyli potéwki kwadratéw pomniejszonych o n, tzn. n(n-1)/2.

4) Jak dobrac cigg, by w drugim rzedzie dostac wielokrotnosci 10?
Odp. Pieciokrotnosci kwadratéw pomniejszonych o n, tzn. 10n(n-1)/2.

5) Jak dobraé ciag, by dostaé ciag kolejnych liczb konczgcych sie na 3?7 (3, 13, 23,...)
Odp. To wielokrotnosci dziesigtek powiekszone o 3, czyli tworzymy cigg w pierwszym rzedzie jako
pieciokrotnosci kwadratow pomniejszonych o n zdodanymi wielokrotnosciami 3.

Podsumowanie. Budujac trojkat od | rzedu w dét, mozemy go wyznaczy¢ jednoznacznie.
Sprébujmy budowad tréjkat na odwrét, od dotu. Zatézmy, ze mamy w rzedzie same zera. Co moze
by¢ w rzedzie nad nim? To musi by¢ stale ta sama liczba (wartosci wielomianu stopnia 0), ale nie
wiemy jaka (np. r). A co bedzie rzad wyzej nad ciggiem statym? Jakis cigg wartosci wielomianu st. 1
(cigg arytmetyczny). Znamy jego roznice r, ale nie wiemy, od jakiej liczby sie zaczyna (np. od a, czyli
to wartosci rn+a). Nad konkretnym ciggiem arytmetycznym znajduje sie cigg wartosci wielomianu
st. 2i juz potrafimy ten wielomian znalezé: najpierw dobieramy wspotczynnik przy n? (ustalajac
dtugoscé réznicy), a potem ciggiem arytmetycznym, przesuwamy odpowiednio te réznice (dla
dowolnego b mamy rn*+an+b). Wzér w wyzszym rzedzie mozemy wyznaczy¢ tylko z doktadnoscia
do statej na koncu (bo zmiana / dodanie statej nie zmienia tréjkata réznic).

A co bedzie stato w jeszcze wyzszych rzedach? Moze szesciany = ciggi wartosci wielomiandw st. 3?
A w jeszcze wyzszych rzedach ciagi wartosci wielomianéw stopni 4, 5, ...?

Zacznijmy od ciggu szesciandéw kolejnych liczb naturalnych i obliczmy réznice w kolejnych rzedach:

0 1 8 27 64 125

1 7 19 37 61 Czy to jest cigg wartosci wiel st. 2? Sprawdzmy.
6 12 18 24 To jest cigg wartosci wiel. st. 1 =6n
6 6 6 IV: r=6, lll: 6n, Il: 6(n*~-n)/2+1 = 6n(n-1)/2+1 = 3n?>-3n+1

W Il rzedzie wartosci w kolejnych liczbach sie zgadzajg. Co powinno sta¢ w | rzedzie?

Réznice n? dajg wartosci wielomianu 3 stopnia (n-1)n(2n-1)/6 (sprawdz), réznice n dajg wartosci
wielomianu n(n-1)/2, réznice 1 daje cigg n zatem réznice 3n°>-3n+1 da wielomian stopnia 3:
3(n-1)n(2n-1)/6 + 3n(n-1)/2 + n co po uproszeniu daje n®.

Zastosowania. Potrzebujemy obliczy¢ wartosci wyrazenia stopnia 3: 2n3-n?>-4n+7 dla liczb od 0 do
10. Nie mamy kalkulatora. To bardzo zmudne. Zacznijmy od najmniejszych liczb.

07, 1> 2-1-4+7 =4, 2-5>16-4-8+7=11, 3—554-9-12+7=40
Dalej jest coraz trudniej, ale czas na magie. Wypiszmy otrzymane wyniki i obliczmy ich réznice:

7 4 11 40
-3 7 29 i réznice réznic
10 22 i jeszcze raz
12 12

Teraz jestesmy gotowi do wyliczania wartosci poczgtkowego wyrazenia w nastepnych liczbach
naturalnych bez wykonywania mnozenia, tylko za pomocg trzech dodawan — dodajemy koncowe
liczby wszystkich wierszy w tréjkatnej tabelce: 12+22+29+40 = 103 i to jest wartos¢ wyrazenia dla 4.
Sprawdz na kalkulatorze.

Czy podobnie tatwo mozna obliczy¢ wartosci dla 5, 6, 7 itd.? Gdzie powinno by¢ dopisane 103? W |
wierszu. Mozemy tez dopisaé w tabeli sumy posrednie: 12+22 = 34, 34+29=63, 63+40=103i
majgc dodatkowy skosny wiersz i postepujgc analogicznie, wyliczy¢ kolejng wartosé w | rzedzie:
12+34+63+103 = 212 to jest wartos¢ wyrazenia dla 5. Sprawdzcie.
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7 4 11 40 103
-3 7 29 63
10 22 34
12 12
0

Jednoczesnie uzupetniamy kolejny skos: 12+34 = 46, 46+63 =109, 109+103 =212.

7 4 11 40 103 212
-3 7 29 63 109
10 22 34 46
12 12 12
Czy wiecie juz, jak obliczy¢ warto$¢ wyrazenia dla 6, 7 i 8? Za kazdym razem mamy wykona¢ tylko
trzy dodawania i zadnego mnozenia!

Cwiczenie. Sprébujmy teraz z innym wyrazeniem, np. 3n’>-3n+12 lub 2n*+n®-3n2+10n+5.
Ile poziomow beda miaty teraz ,,magiczne trojkaty”? Ile potrzeba dodawan, zeby wyliczy¢ warto$é w
nastepnej liczbie?

Uzasadnienie, dlaczego magia dziata

MLODZICY. Niech P to jakis wielomian. Operator réznicy (ozn. A) dziata tak: A(P(4)) = P(5) - P(4),
A(P(8)) = P(8) — P(7). Mozemy wiec zapisac: P(5) = P(4)+A(P(4)), P(8) = P(7)+A(P(7)). Na tym wtasnie
polegata magia, aby obliczy¢ P(6) dodawalismy P(5) i A(P(5)), czyli wartos¢ wielomianuw 5 i
wartosc¢ réznicy wpisanej wiersz ponizej. Tak dopisywalismy nowy skosny wiersz tabeli. Tu (*).

JUN/LO: Niech P(n) — wielomian, A(P(n)) — operator réznicy, ktory definiujemy jako A(P(n)) = P(n+1) -
P(n), np. dla P(n) = 2n3>-n*-4n+7 mamy A(P(4)) = P(5)-P(4) =63, A(P(3)) = P(4)-P(3) = 29.
Ogélnie A(P(x)) = A(2n°-n?-4n+7) = 2(n+1)*~(n+1)>-4(n+1)+7 — (2n®*-n*-4n+7) = 6n*+4n-3.

widag, ze stopien wielomianu zmniejszy sie o 1, bo odejma sie jednomiany 2n?®

Ten nowy wielomian nazywamy pochodna wyjsciowego i oznaczamy go P’(n). Jego wartosci w
punktach 0, 1, 2, 3 zgadzaja sie z drugim wierszem w magicznym tréjkacie.

Obliczmy pochodna tej pochodnej: A(P’(n))= A(6n?+4n+3) = 6(n+1)?+4(n+1)+3 — (6n*+4n+3) = 12n+10
i to jest druga pochodna wyjsciowego wielomianu — oznaczamy jg przez P”(n). Znowu stopien
zmniejszyt sie 0 1, a wartosci drugiej pochodnej w punktach 0, 1, 2 dajg trzeci wiersz trojkata.

Obliczmy pochodng jeszcze raz: A(P”(n)) = A(12n+10) = 12(n+1)+10 - (12n+10) = 12. To trzecia
pochodna wyjsciowego wielomianu i jej wartosci w punktach 0, 1, zgadaja sie z trzecim wierszem
tréjkata. Obliczanie dalszych pochodnych nie ma sensu, bo wyjdg same zera: A(P’”’(n)) = A(12) =
12-12=0.

Skoro A(P(n)) = P(n+1) — P(n), to mozna zapisa¢ P(n+1) = P(n)+A(P(n)). Na tym polegata magia, aby
obliczy¢ P(6) dodawalismy P(5) i A(P(5)) albo P(5) i P’(5), czyli wartos¢ wielomianu w 5 i wartos¢
jego pochodnejw 5 (czyli liczby w ostatnim skosnym wierszu tabeli).

(*) 7 4 11 40 103 212 379
-3 7 29 63 109 167
10 22 34 46 58
12 12 12
0 0
0 Tajemnica wyjasniona.
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Zadanie. Znajdz wielomian stopnia 4, ktéry przyjmuje nastepujace wartosci:

P(0)=1, P(1)=4, P(2) =57, P(3) =232, P(4) = 625.

Wiemy jak wyglada ten wielomian, nie wiemy tylko jakie liczby w nim wystepuja:

An*+ Bn®+ Cn? +Dn + E. Mozna wstawi¢ po kolei za n kazda z pieciu liczb naturalnych 0, 1, 2, 3, 4,
przyréwnac wynik kolejno do 1, 4, 57, 232, 625 i z tego uktadu pieciu rownan z piecioma
niewiadomymi wyliczy¢ niewiadome A, B, C, D, E. Ale to zmudny i trudny sposoéb.

Sprébujmy metody magicznego tréjkata.

1 4 57 232 625
3 53 175 393
50 122 218
72 96
24

Czwarty rzad (czwarta pochodna) to wielomian stopnia 0 (staty) rowny 24.

Trzecia pochodna jest o stopien wyzsza (wiel. st. 1): 24n+72 (wartosci zgodne).

Druga pochodna jest o stopien wyzsza (wiel. st. 2): 24n(n-1)/2+72n+50

Pierwsza pochodna to cigg wartosci wiel. st. 3: 24n(n-1)(n-2)/6 + 72n(n-1)/2 + 50n(n-1) + 3

Szukany wielomian st. 4 to: 24n(n-1)(n-2)(n-3)/24 + 72n(n-1)(n-2)/6 + 50n(n-1)/2 + 3n +1.

Uwaga. WyliczaliSmy tu wartosci wielomiandéw w liczbach naturalnych. Analogicznie mozemy
postapi¢ dla liczb wymiernych (obliczamy wartosci co 2, co /3, co Y itd.). Nadal operator réznicy
bedzie zmniejszat stopien wielomianu o 1, a wyliczanie wartosci w kolejnej liczbie bedzie wymagato
kilku dodawan (tylu, ile wynosi stopien wielomianu) bez zadnego mnozenia. Tak wtasnie oblicza sie
pochodne (ilorazy ré6znicowe) znane ze szkoty. Nie da sie tego zrobi¢ dla liczb niewymiernych.

LO: Pochodne funkcji potegowej

Kto juz miat pochodng w szkole, jest przyzwyczajony, ze (ax+b)’=a i tak jest tez w magicznym
tréjkacie. Ale dla wyzszych stopni jest troche inaczej. SprawdziliSmy, ze A(n?) = 2n+1i ze A(n®)=
3n?+3n+1. Wida¢ pewna regularnosc¢ (tréjkat Pascala), ale nie jest to wygodne do obliczen.
Sprawdzmy, co wyjdzie, gdy wezmiemy A(n(n-1)(n-2)). Otrzymamy (n+1)(n)(n-1) — (n)(n-1)(n-2) =
(n)(n-1)[n+1 - n+2] = 3(n)(n-1). Jezeli wiec oznaczymy jako$ takag potege opadajacg (tu podkreslnik),
otrzymamy wygodne wyrazenie, a niektorym nawet znane: An(n') = kng. Pozwala to wykonac takze
operacje odwrotng. Czyli nad 6n(n-1) musi by¢ 2n(n-1)(n-2).

Przyktad.
k+1 k1

: . . e b —a L

Since we have the fundamental theorem, it’s easy to determine that Z no= This im-
'H:U.—’b ’ +

: 1 oa-—-1" 417 ala—1)(a—2)

mediately gives us things such as n? = n +n = + = =4
ys : dont= ) 3 ; ]

n:l—a n:l—a
(@ — 1 1 —1)(2a — 4) 4 -1 —1)(2a -1
0(a2 ) = a(a )(2a s ) +3a(a—1) = ala )ﬁ( a }. But remember that this is actually
)

7. +1)(2a+1
the sum up to (a — 1)2. It then follows that Z i = w
i=1 6

W XIX wieku matematycy postanowili wykorzystac¢ opisang metode do skonstruowania maszyny,
ktéra automatycznie bedzie obliczata wartosci wielomiandw w kolejnych liczbach naturalnych. Na
pomyst jako pierwszy wpadt niemiecki inzynier Johann Helfrich von Muller (1742-1830), a
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zrealizowat go angielski matematyki Charles Babbage (1791-1871). Maszyna jego konstrukcji
zachowata sie do dzis i jest przechowywana w Muzeum Nauki w Londynie. Byt to pierwszy

mechaniczny komputer.

e

I
I"
|
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MLODZICY
iMig i NAazWISKO: oo szkota: .......ccooiiiiiiiiiiiiiin
Zad. 1. Wypetnij pierwszy wiersz tabeli na podstawie a)
podanego wzoru i uzupetnij pozostate pola metoda
réznicowa. r;r_ 8 /M /I 6
a) 7n+3
O\l O
b)
b) 3n*+5 /1
2
OO 0
c)
/] 19 of
c) n+2n+1 2’ 6
d)
S8 LY 138
d) 2"+3
0l Mo
Q)
e)
2141181116
52
Zad. 2. Uzupetnij brakujace liczby w podanych obok 8

tabelkach metodg réznicowa. /]6
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MLODZICY

Zad. 3. Dokoncz podane zdanie, aby byto prawdziwe.
Jesli w 1. rzedzie tabelki...
a) stoi stale ta sama liczba, to w 2. rzedzie wystepuja

b) stoi niestaty cigg arytmetyczny, to same zera

WYSE3PIig PIEIWSZY FAZ W evveeeeeveeieereesieesevenee e ssveeneesseannes
c) stojg kwadraty kolejnych liczb, to w 3. rzedzie

e) stojg podwojenia trzecich poteg kolejnych liczb,
to tabelka ma zera od .......ccooveeveee e

Zad. 4. Czy podane zdania o tabelkach réznicowych s3
prawdziwe? Wpisz TAK lub NIE.

a) Jesli wszystkie liczby w 1. rzedzie zwiekszymy.............
017, to w 2. rzedzie liczby takze wzrosng o 17.

b) Jesli wszystkie liczby w 1. rzedzie zwiekszymy .............
17 razy, to liczby w 2. rzedzie wzrosng 17 razy.

c) Jesli dodamy liczby w 1. rzedzie z dwdch
tabelek, tworzgc w ten sposéb nowg tabelke tego
samego rozmiaru, to liczby w jej 3. rzedzie bedg
sumami liczb z 3. rzedéw poczatkowych tabelek.

d) Jesli w 1. rzedzie stojg kwadraty kolejnych
liczb powiekszone o 1, to w 3. rzedzie stoja tréjki.

e) Istnieje taki nieskonczony ciag liczb, dla
ktérego wszystkie rzedy tabelki wygladajg tak samo.

f) Istnieje taki nieskoriczony ciagg réznych liczb, .............
ktéry ma w 2. rzedzie te same liczby co w 1. rzedzie.

Zad. 5. Jesli w 1. rzedzie tabelki stojg wartosci wyraze-
nia P, to jakie dwie liczby nalezy doda¢, aby otrzymac¢:
a) wartos$¢ wyrazenia P w liczbie 13?

METODA ROZNICOWA

Zad. 6. Podaj jakis cigg liczb, ktory w tabelce stoi w
rzedzie powyzej podanego ciggu.

a)0,0,0,0,0, ..

Zad. 7. Oblicz warto$¢ n®+3n?+5 dla podanych n.
W przyktadach e i f zapisz ostateczny wynik takze jako
sume dwach liczb z odpowiedniej tabelki.

a) n=0

b) n=1

c) n=2

d) n=3

e) n=5

f) n=7
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JUNIORZY

imie i nazwisko:

Zad. 1. Uzupetnij metoda réznicowa brakujace liczby.

a)
T & IM]|16

/1 19 5

SIERES 138

10 10
Q

2141198 1[16

52

J

16

Zad. 2. Oblicz, ile wynosi n*+3n%+5 dla podanych n?
Zapisz wynik w postaci sumy dwdch liczb z tabelki.

a)n=4

b) n=7

METODA ROZNICOWA

............................. szkota: ....ccovviniiiiii

Zad. 3. Podaj stopien wielomianu P, ktérego wartosci
dla kolejnych liczb wypetniajg podany 1. rzad tabeli.

a)3,10,17, 24,31, ..

b)5,8,17,32,53, ...

c)1,4,13,34,73, ..
d)4,5,7,11,19, ..

Zad. 4. Podaj wzér P, dla ktérego P(0), P(1), P(2), ... to
ciag liczb z poprzedniego zadania.

Zad. 5. Podaj wzor na cigg, ktéry w tabelce stoi
w rzedzie powyzej podanego ciggu.

Q) SAME ZETA  ceeeeeieeete st ettt te st are et saseaass et sranes
D) SAME SZOSEKI ..vvveeeceeere ettt
C) liczby NIeParzyste .......ccocvevvereveeeceeetee et

d) liczby naturalne .......cccoeeevieeeeeceee e

e) kolejne liczby zakoniczone cyfrg 7

Zad. 6. Dokoncz podane zdanie, aby byto prawdziwe.
Jesli w 1. rzedzie tabelki stojg wartosci wyrazenia P w

kolejnych liczbach naturalnych, to...

a) P(13) jest sumg

b) P(2) jest suma
c) P”’(5) jest sumg

d) PV(8) jest suma

e) P(n) jest suma



KOMA 2024 FINAL METODA ROZNICOWA

JUNIORZY
Zad. 7. Dokoncz podane zdanie, aby byto prawdziwe. Zad. 9. Podaj wielomian, ktorego wartosci stojg w
Jedli w 1. rzedzie tabelki... tabelce w rzedzie ponizej wartosci podanego ciagu.
a) stoi niestaty ciag arytmetyczny, to same zera Q) NHS e et e r s
WYSTIPIg PIEIWSZY FAZ W ettt e e b) 2n+3
b) stojg kwadraty kolejnych liczb naturalnych, to
o)1 3t TR
W 3. 1Z€0ZIE SE0]g vevevrerirriece ettt st
¢) stoja kolejne potegi liczby 2, to rzad samych zer d) 2024042 ettt
................................................................................................. Zad. 10. Podaj dwa wielomiany, ktérych wartosci
d) stojg podwojenia trzecich poteg kolejnych liczb, to moga sta¢ w tabelce w rzedzie powyzej wartosci
podanego ciagu.

tabelka Ma zera 0d .....cccceveiveeee e
e) liczby sg co raz mniejsze, to w 2. rzedzie stojg ) IO
[ICZDY e s
Zad. 8. Czy podane zdania o tabelkach réznicowych sa

) . D) ML e et et
prawdziwe? Wpisz TAK lub NIE.
a) Jesli wszystkie liczby W 1. rzedzie ZWIGKSZYMY ..o e s
017, to w 2. rzedzie liczby takze wzrosng o 17.
b) Jes’li Wszystkie Iiczby W 1' rzedzie Zwiekszymy"'.""__"_ C) 2n+3 ...................................................................................
17 razy, to liczby w 2. rzedzie wzrosng 17 razy.
c) Jesli dodamy liczby w 1. rzedzie z dwéch
tabelek, tworzac w ten sposéb nowa tabelke tego ) N2 41ttt ettt
samego rozmiaru, to liczby w jej 3. rzedzie beda
sumami liczb z 3. rzedéw poczatkowych tabelek., e e s e e e e

d) Jesli w 1. rzedzie stojg kwadraty kolejnych  ............. e) 2n%+2n+2
liczb powiekszone o 1, to w 3. rzedzie stoja tréjki.

e) IstnleJe nleskor’]czony Clalg ||CZb, dla kto’rego ML TS s e e

wszystkie rzedy tabelki wygladaja tak samo. Zad. 11. Odpowiedz na pytania.

f) Istnieje nieskoriczony cigg réznych liczb,  ............. . o L ) .
ktérego pochodna jest tym samym ciagiem. a) lle jest mozliwych ciggdéw stopnia 2 stojacych w

. . o tabelce nad danym ciggiem stopnia 1?
g) Pochodna ciggu statego jest ciggiem zer.

h) Druga pochodna niestatego ciggu arytmety- .............
cznego nie jest ciggiem zer.

i) Pochodna ciggu wartosci wielomianu stopnia .............
2 jest ciagiem wartoéci wielomianu stopnia 0

j) Trzecia pochodna ciggu wartosci wielomianu ............. c) ktdre spetniajg a) i w jedynce przyjmuja wartosc

stopnia k jest ciggiem wartosci wielomianu st. k3. jednocyfrowa?



KOMA 2024 FINAL

MASZYNA ROZNICOWA

SZKOLY SREDNIE

imie i nazwisko:

Zad. 1. Uzupetnij metodq réznicowgq tabelki.
a)

L7 8fufe]| | | [ |
L
[ T2 | | ]

. | Jofofo]

b
2 [ [ [ [ [ |
2 1 [ [ I [ |
EN

lofof Jo]o]

c)

L[ | Jaf s [ ]
L2 [6 | ]

L el [ [ |
[ [ Jo]o]

d)

2 [4l8f| | | [ |
R
L[ s | |
L Jwe[ ]

Zad. 2. Za pomocg tabelki oblicz n*+3n%+5 dla danych
n. Zapisz wynik w postaci sumy dwdch liczb z tabelki.

a) n=4

b) n=7

Zad. 3. lle co najmniej liczb trzeba wpisac do tabelki,
aby dato sie ja w uzupetni¢ do rzedu zer wiacznie, jesli
w 1. rzedzie jest miejsce na:

a) 8 wartosci wielomianu st. 2

b) 6 wartosci wielomianu st. 3

Zad. 4. lle jest mozliwych ciggéw:
a) st. 2 stojgcych w tabelce nad danym ciggiem st. 1?

c) ktdre spetniajg a) i w jedynce przyjmujg wartosc¢
jednocyfrowg?

............................. szkota: ....ccovviniiiiii

Zad. 5. Czy podane zdania o tabelkach réznicowych s3
prawdziwe? Wpisz TAK lub NIE.

a) Jesli w 1. rzedzie stojg kwadraty kolejnych
liczb powiekszone o 1, to w 3. rzedzie stojq tréjki.

b) Pochodna ciggu wartosci wielomianu stopnia.............
2 jest ciggiem wartosci wielomianu stopnia 1.

c) Trzecia pochodna ciggu wartosci wielomianu .............
stopnia k jest ciggiem wartosci wielomianu st. k-3.

d) Istnieje nieskonczony ciag liczb, dla ktorego
wszystkie rzedy tabelki wygladajg tak samo.

e) Istnieje nieskoniczony cigg réznych liczb,
ktorego pochodna jest tym samym ciggiem.

f) Jesli P(3)=5 jest najmniejszg wartoscig ciggu
w 1. rzedzie, to w 2. rzedzie znajdziemy zero.

g) Jesli wielomian z 1. rzedu tabeli ma minimum ..........
w liczbie catkowitej z przedziatu (0, 10), to
w 2. rzedzie tabelki musi pojawic sie 0.

Zad. 6. Dokoncz podane zdanie, aby byto prawdziwe.

Jesli w 1. rzedzie tabelki...

a) stojg szesciany kolejnych liczb naturalnych, to druga

POChOANA JEST ..o
b) stoi cigg okresowy, to czwarta pochodna jest

c) stoja kolejne potegi liczby 5, to NWD wszystkich liczb

W nizszych rzedach WyNoSi ......cccceeeeeeveveveccceeesieeene
d) stoi cigg malejacy, to w drugim rzedzie znajduja sie

Zad. 7. Przedstaw podany wielomian w postaci
wielomianu poteg opadajacych.

c) n*-n*+n
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SZKOtY SREDNIE
Zad. 8. Podaj 2 wielomiany, ktérych wartosci moga b)
sta¢ w tabelce w rzedzie powyzej wartosci danego ‘ ? ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ? ‘ ‘ ? ‘
ciggu (wynik zostaw w postaci poteg opadajacych). ‘ 4 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
s [ J1[ |-6]
a) 2NF3 e e e et e e ‘ ‘ 10 ‘ ‘ 21 ‘ ‘
................................................................................................. o
N (21 [e] | | [2]
. Qs | [ | ]
................................................................................................. 5] |15 [ ]
| -85 | | 5 |-18]
C) NP HNF L et
d
................................................................................................. ‘ T ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘? ‘
0 ? 1
) 2342042 e e ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘

Zad. 11. Jas przez pomytke wpisat w 1. rzad tabelki

Zad. 9. Podaj 2 wielomiany, ktérych wartosci moga
co drugi wyraz ciggu 2 stopnia P(n). Oblicz P(1).

sta¢ w tabelce 2 rzedy powyzej wartosci danego ciggu
(wynik zostaw w postaci poteg opadajacych).

a) e
Q) 243 ottt sttt et et eaanes EQETETE
v 115
boopio -
................................................................................................. P
N S T b) ey ———
Lol la
................................................................................................. i.--.,.--.i_--g_ __j
i 8
Lo L L1 O bommmen !
Zad. 12. Jas przez pomytke wpisat w 1. rzad tabelki
................................................................................................. co drugi wyraz ciggu 3 stopnia P(n). Oblicz P(1).
) 20242042 oo a) e Sy
i1 139 120515951
.
Zad. 10. lle jest mozliwych ciggéw w 1. rzedzie, jesli R
pytajnik oznacza jedng cyfre (nie zawsze te sama)? ) r T T T e
(L Tal
a) e, H R H
I R
4l [ [ T 1 | T a8 ]
‘ -2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Zad. 13. lle wynosi podana suma? Wynik zostaw
‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘ w postaci iloczynu.
‘ -2 ‘ ‘ ‘ A) 124 2244172 e s
12 D) 13+ 234,493 e
-28
C) 13+ 2344133 s

d) 194+ 2% 411% s



KOMA 2024 FINAL METODA ROZNICOWA
KLUCZE
MLODZICY

1. a)310172431,1lrzad 7, 11111Vrzad 0,b) 5817 3253, Il rzad 3915 21, lllrzad 6, IV rzad O
c)14133473,11rzad 392139, 1llrzad 61218, IV rzad 6
d)4571119,1lrzad1248,1llrzad124,IVrzad 12

2. a)7811162332,1lrzad13579,1llrzad 2,IVrzad 0
b)347121928,1lrzad 1, 3,5,7,9, lllrzad 2,1V rzad 0
c)13919335173,1lrzad2610141822,1llrzad 4, 1Vrzad 0
d) nie istnieje taka tabelka / zawiera btad
e)248163264128,1lrzad248163264,11lrzad2481632,IVrzad24816

3. a)same zera, b) 3. rzedzie, c) same dwadjki, d) nigdy nie wystapi, e) 5. rzedu

4. a)N,b)T,c)T,d)N,e)T,f) T

5. a)pochodnaiwartos¢w12/P(12)iP’(12), b) druga i pierwsza pochodnaw 1/P”(1)iP’(1)

c) czwarta i trzecia pochodnaw 4/ PY(4) i P’’(4),

d) siédma i szésta pochodnaw 7/ PV(7) i P¥(7)
6. Za mniej niz 6 wyrazéw 0. Sprawdzamy tylko 6.
a) dowolny staty, b) dowolny arytmetyczny o réznicy 3,
c) podwojenie poprzedniego lub dowolny arytmetyczny o réznicy 6,
d) kwadraty 0, 1, 4, 9, 16, 25 + dowolna stata, €) 0, 0, 1, 3, 6, 10 + dowolna stata / n(n-1)/2+c
f)0, 7, 24,51, 88,135/ 5n(n-1)+7n+c
7. a)5,b)9,c)25,d)59, e) 205=88+117, f) 495 = 166+329

JUNIORZY

1. a)7811162332,1lrzad13579,lllrzad 2,1IVrzad O
b)347121928,1lrzad 1, 3,5,7,9, lllrzad 2, IV rzad 0
c)13919335173,1lrzad2610141822,1llrzad 4, 1Vrzad 0
d) nie istnieje taka tabelka / zawiera btad
e)248163264128,1lrzad248163264,1l1lrzad2481632,IVrzad248 16
a) 117 =58+59, b) 495 = 166+329
a)1,b) 2, c) 3, d)zaden/to nie jest wielomian
a) 7n+3, b) 3n*+5, c) n3*+2n+1, d) 2"+3

ok owbd

)
)
)
)
)
)
)
a) dowolny staty, b) dowolny arytmetyczny o réznicy 6 / 6n+c
c) kwadraty 0, 1, 4, 9, 16, 25 + dowolna stata / n*+c, d) n(n-1)/2 + c,

)5

)

)

)

)

)7

)

)

e) 5n(n-1)+7n+c, f) 2" +c

6. a)P’(12)iP(12),b) P’(1)iP’(1), c) PV(4)iP’”’(4), d) P(7)i PY'(7), ) P<(n-1) i PX(n-1),
7. a) 3.rzedzie, b) same dwdijki, c) nigdy nie wystapi, d) 5. rzedu, €) ujemne

8. a)N,b)T,c)T,d)N,e) T,f)T,g) T, h)N, )T, j) N

9. a)1,b)2,c)2n+1,d)4n+3

10.a

n +stata, b) n(n-1)/2+n + stata c) n(n-1)+3n + stata, d) n(n-1)(n-2)/6 + n + stata,
e)n(n

-1)(n-2)/3 + n(n-1) + 2n + stata
11. a) nieskoriczenie wiele, b) 1, ¢) 10,d) 0 lub 1
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KLUCZE

LICEA

Zad.

a)

1.

| 7
|

I O NGy I
I I NGy B

Zad.
Zad.
Zad.
Zad.
Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.
Zad.
Zad.
Zad.

.a) 117 = 58+59, b) 495 = 166+329
.a)8,b)6

.a)N,b)T,c)N,d)T,e)T,f)N,g) N

a 1 A W N

METODA ROZNICOWA

. @) nieskoriczenie wiele, b) 1, ¢) 10,d) 0 lub 1

. a) ciggiem arytmetycznym/ ciggiem wielokrotnosci széstki /wielomianem st. 1/ wielomianem

liniowym/ wielomianem 6n+6, b) ciggiem okresowym, c) 4, d) ujemne

7. a) n(n=1)+n = n% + n,

b) n>-n-6=n%-6 c) n3+2n%+ni
d) n(n-1)(n-2) + 3n>-2n=n3+3n2+nt

e) n(n—1)(n=2)(n-3)+6n3>~11n%+6n = n* + 6n + 7n% + n*

8.a)n2+3nt+C=n*+2n+D,
c) 52+ nZ+nt+C=%n3+2/3n+D,

9.a)%n2+3/,n2+C=..,
c) Ynt+znd+Yn?2+C= .,

10. a) 2, b) 10, ¢) 5, d) 4

11.a)0, b) 4

12.a)10,b) 7

13. a) 18-17-35/6 = 3-17-35 = 1785,

c) 14-13-182/4 = 7-13-91 = 8281,

b) N2+ %n2+nt+ C=%n®-%n?>+"/en + D,
d) %Bnt+2n2+2n2+2nt+C=..

b) Y/12n*+Yfend+1/an2 +C= ..,

d) Y1won2 +ant +2/3n2 +n2 + C= ...

b) 10-9-90/4 = 5-9-45 = 2025
d) 12-11-9085/30 = 2:11-1817 = 39974



