Instytut Matematyczny UWr TAJNE Oboz (25.02-1.03.2019)

Obozowa liga zadaniowa (seria I — wskazéwki)
1. Rozstrzygnij, ktora liczba jest wieksza: 229 czy 32! ?

229 < 230 — 810 < 910 — 320 < 321 )

2. Rozstrzygnij, ktéra liczba jest wieksza: 28% czy 349 ?

281 980 — 95610 > 94310 — 350 349

3. W tréjkacie ABC katy przy wierzchotkach A, B, C maja odpowiednio miary 10°, 30° i 140°.
Punkt D lezy na boku AC, a przy tym CD = BC. Punkt FE jest srodkiem boku AB. Wyznacz miare
kata SAED.

Poprowadzmy odcinek BD. Wowczas trojkat BC'D jest réwnoramienny i w konse-
kwencji $BDC =<CBD = 20°.

Wobec tego ABD =10° i trojkat ABD jest réwnoramienny, a $rodkowa ED jest
jego wysokoscia.

Odpowiedz: Kat $AED jest prosty (ma miare 90°).
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Instytut Matematyczny UWr TAJNE Oboz (25.02-1.03.2019)

Obozowa liga zadaniowa (seria II — wskazéwki)

4. Rozstrzygnij, czy dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich x, y, z zachodzi nieréwnos¢

ryz <1010. (x2 +9/2 +z2) .

Nie, np. nieréwnoéé¢ jest falszywa dla z =y =z =10,

9. Rozstrzygnij, czy dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich z, y, z zachodzi nieréwnosé

ryz < 10%°. (m4—|—y4 +z4) .

Nie, np. nierownos¢ jest falszywa dla r=y=2= 1ot

6. W tréjkacie ABC katy przy wierzchotkach A, B, C maja odpowiednio miary 10°, 20° i 150°.
Punkt D lezy na boku AB, przy czym AD = BC =1. Oblicz dtugosé odcinka C'D.

Wybieramy taki punkt E na boku AB, ze $BCE =140°. Wtedy trojkaty BCE
i AC'E sa rownoramienne i w konsekwencji BC'=CE = AFE. Wobec tego D =F.

Odpowiedz: Odcinek C'D ma dtugosé 1.
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Instytut Matematyczny UWr TAJNE Oboz (25.02-1.03.2019)

Obozowa liga zadaniowa (seria III — wskazowki)

7. W tréjkacie réwnoramiennym o podstawie dtugosci 1 i ramionach dtugoéci 2 opuszczono wysokosé

z jednego z wierzchotkéw podstawy na przeciwlegle ramie tréjkata. Oblicz dlugosé tej wysokosci.

Wysokosé trojkata opuszezona na bok diugosci 1 ma dlugosé (tw. Pitagorasa)

hl—\/22—(1/2)2—\/21_5.

Ze wzoru na pole trojkata (potowa iloczynu wysokosci i podstawy) otrzymujemy dtugos$é
wysokosci opuszczonej na bok dhugosci 2:

V15
Odpowiedz: Szukana wysoko$¢ jest rowna 7

8. W tréjkacie o bokach dlugoséci 7, 8 i 9 opuszczono wysokoéé na bok diugosci 8. Oblicz dlugosé
tej wysokosci.

Niech spodek wysokosci dzieli bok dlugosci 8 na odcinki dtugosci = (od strony boku
dtugosci 7) 1 8 —x (od strony boku dlugosci 9). Wéwezas szukana dlugosé wysokosci jest

réwna (tw. Pitagorasa)
h=VT2—22=,/92—(8—z)2.
Podnosimy obustronnie do kwadratu prawa rownos¢ w celu wyznaczenia x:
49 — 2*> =81 — 64+ 162 — 22,
32=16x,

r=2.

Odpowiedz: Szukana wysoko$é jest réwna /45 = 3v/5.

9. Rozstrzygnij, czy z kartki papieru w ksztalcie kwadratu o boku 11 mozna wycigé 5 kwadratéw
o boku 4.

Mozna.
Wycinamy 4 kwadraty z czterech rogéw, a piaty ze srodka (obrécony o 45°). Ten piaty
kwadrat moze mie¢ nawet bok dltugosci

3v2=V18>V16=4.
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Instytut Matematyczny UWr TAJNE Oboz (25.02-1.03.2019)

Obozowa liga zadaniowa (seria IV — wskazéwki)

10. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich z, y, z zachodzi nieréwnoéé

2\/5-963/22 <zt yt42t.

Stosujemy dwukrotnie nieréwnosé 2ab < a? + b?:
2\/§-xy22 =2- (\/ﬁxy) . (2’2) <22+ A <ty 2

11. Rozstrzygnij, czy dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich x, y, z zachodzi nier6wnosé

3oyt <at4yt+t.

Nie, nie dla kazdych.

Z rozwigzania poprzedniego zadania wynika, ze w tamtej nieréwnosci zachodzi row-
no$é, gdy vV2-ay=z2 oraz z=y, np. dlaz=y=11 2= v/2.

Dla powyzszych z, y, z dana w zadaniu nieréwno$¢ przyjmuje postac

3v2<4,
jest wiec falszywa.
Inne rozwigzanie: Dla x =y =31 2 =4 dana nieré6wno$¢ przyjmuje postac
432 <418.

12. W tréjkacie o bokach dtugoéci a, b, ¢ kat miedzy bokami dtugoéci a i b ma miare 150°. Udowodnij,
ze wowczas
A=a’+...ab+b%.

W miejsce kropek wpisz odpowiednia liczbe (niezalezna od a, b, c).
Niech h bedzie dtugoscia wysokosci trojkata opuszczonej na przedtuzenie boku dtu-

gosci a. Wéwezas h=b/2 (tréjkat prostokatny o kacie 30°) i wobec tego z tw. Pitagorasa

2
. h2+ a—i_@ 2_\/b2+(2a+b\/§) _\/b2+4a2+4ab\/§+3b2_

:\/a2+\/§-ab—l—b2.

W miejsce kropek nalezy wpisa¢ liczbe /3.
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Instytut Matematyczny UWr TAJNE Oboz (25.02-1.03.2019)

Obozowa liga zadaniowa (seria V — wskazowki)

13. Dane sg liczby catkowite dodatnie m i n. Udowodnij, Ze jezeli liczba mn jest podzielna przez 27,

to co najmniej jedna z liczb m, n jest podzielna przez 9.

Gdyby kazda z liczb m, n miata w rozktadzie na czynniki pierwsze co najwyzej jedng
trojke, to liczba mn miataby co najwyzej dwie trojki i nie bytaby podzielna przez 27.

14. Dane sa liczby calkowite dodatnie m i n. Udowodnij, ze jezeli liczba mn? jest podzielna przez 128,

to co najmniej jedna z liczb m, n jest podzielna przez 8.

Gdyby kazda z liczb m, n miata w rozktadzie na czynniki pierwsze co najwyzej dwie
dwéjki, to liczba mn? mialaby co najwyzej sze$¢ dwdjek i nie bytaby podzielna przez 128.

15. Szeéciokat réwnokatny ABCDEF jest wpisany w okrag o promieniu 7. Wiadomo, ze AB =2.
Oblicz dlugos¢ boku BC'.

Szesciokat réownokatny wpisany w okrag ma co drugi bok tej samej dtugosci, czyli
AB=CD=FF =2oraz BC'=DFE = FA. Ponadto trojkat ACE jest réwnoboczny i jako
wpisany w okrag o promieniu 7 ma bok dtugosci 7v/3, a wiec w szczegblnosci AC = 7+/3.

W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku B ma miare 120° (jak kazdy kat danego
szesciokata), a wiec

AB?*+ AB-BC+ BC?*= AC?,

czyli po oznaczeniu b= BC' i podstawieniu znanych wartosci:
442b+b* =147,
14+20+b* =144,

(b+1)* =144,

b+1=412,

b+1=12, (bo b>0)
b=11.

Odpowiedz: Bok BC ma dlugosé 11.
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