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Czym jest teoria obliczen i teoria ztozonosci: |

» Jakie funkcje mozna obliczyé przez procesy automatyczne?

v

Jakie s3 rozsadne modele obliczenia?

» Dany model obliczenia oraz funkcje obliczalng, ile zasobéw (to
znaczy czasu i miejsca) wymaga jej obliczenie?

» Dane dwie rézne funkcje obliczalne, w jaki sposéb mozna
poréwnac stosunkowa trudnos¢ ich obliczenia?



Czym jest teoria obliczen i teoria ztozonosci: Il

Przyktad: kolorowanie w teorii graféw

» Graf sie sktada z wierzchotkéw i z krawedzi miedzy nimi.

» Kolorowanie grafu polega na przepisywaniu wierzchotkom
koloru w sposéb poprawny, to znaczy zeby wierzchotki styczne
jednej krawedzi miaty rézne kolory.

» Liczba chromatyczna skonczonego grafu I, to najmniejsza
ilos¢ koloréw potrzebna do poprawnego kolorowania I'.

» Czy liczba chromatyczna jest obliczalna? Tak!



Czym jest teoria obliczen i teoria ztozonosci: Il

> Prymitywny algorytm do obliczenia liczby chromatycznej jest
mato sprawny. Pomiar zasobéw wymaganych aby sprawdzi¢
poprawno$¢ kazdego z tych zabarwien wynosi funkcje co
najmniej potegowa w V.

» Sprawne algorytmy istnieja w niektérych klasach graféw. Na
przyktad, zdecydowa¢ czy wystarcza dwa kolory (tzn. czy dany
graf jest grafem dwudzielnym) jest obliczalne liniowymi
zasobami.

» Dla ogdlnych graféw, obliczenie liczby chromatycznej nalezy
do probleméw “NP-hard”, i teoretyczne cechy ich ztozonosci
sg tematem problemu “P vs. NP".



Maszyny Turinga: |

Maszyny Turinga sa powszechnym teoretycznym modelem
obliczenia.
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Maszyna sie posuwa po nieskofczonej tasmie na ktérej jest
dany wktad, wyrazony liczba dwdjkowa.

Maszyna ma skonczong ilo$¢ stanéw wewnetrznych,
oznaczane liczbami dwdjkowymi, i zaczyna w stanie 0.
Maszyna odczytuje jedynke lub zero na tasmie. Przy odczycie,
zmienia ona stan wewnetrzny, moze zamieni¢ zero na jedynke
lub odwrotnie, i moze sie przysunaé w lewo lub w prawo.

Maszyna moze zatrzymac sie w stanie koncowym, lub moze
dziata¢ w nieskoficzonosé.

Przeksztatcony ciag jedynek i zer po zachamowaniu jest
danym wyjsciowym maszyny na dany wktad.



Maszyny Turinga: Il

Funkcja jest obliczalna jesli istnieje maszyna Turinga co ja oblicza.

> Woykazywanie funkcje nieobliczalng jest nieoczywiste, ale
dowdd jej istnienia jest prosty.

P Liczno$¢ wszystkich funkcji obliczalnych jest przeliczalna,
poniewaz tylko istnieje skonczona licznosé maszyn Turinga z
dana skonczona licznoscia stanéw. Licznos$é funkcji f: N — N
jest nieprzeliczalna, i na skutek tego, “prawie ze wszystkie"
funkcje f: N — N s3 nieobliczalne.



Teoria ztozonosci, miedzy innymi wedtug Kolmogorowa

> Dane matematyczne, aby mogta je przerobi¢ maszyna
Turinga, musza by¢ zakodowane liczba dwéjkowa.

» Roézne maszyny mozna stosowaé do tego samego obliczenia, o
réznych sprawnosciach.

P Jaki jest najkrétszy algorytm co jest w stanie wytworzyé dany
ciag? (Klasyczna ztozono$¢ Komogorowa)

» Jaki jest najkrétszy (najprostszy, najszybszy) algorytm co
przeksztatci dany ciagg na dobrany do niego drugi ciag? To
znaczy, jak najszybciej mozna obliczy¢ dang funckcje?



Na czym polegaja wspoétczesne protokoty kryptograficzne?

>

>

>

Protokoty kryptograficzne stuza do potajemnego
przekazywania wiadomosci.

Dwéch rozméwcdw A i B przekazujg sobie wiadomosci
kanatem ktéry podstuchuje podstuchujacy E.

A'i B sie umawiajg z gory jaki ma by¢ zastosowany klucz do
odszyfrowania wiadomosci.

Klucz jest czesto rozwigzaniem zagadnienia z teorii obliczen,
co jest “tatwy” do sprawdzenia ale “trudny” do obliczenia.
A'i B szybko odszyfrowuja wiadomoé¢, lecz E wymaga duzych
zasobow czasowych aby podobnie odszyfrowaé przekazane
dane.



Przyktad: protokét RSA: |

Protokét RSA (Rivest—-Shamir—Adleman), to jeden z pierwszych i
najpowszechniejszych protokotéw kryptograficznych. Polega on na
obliczeniach w arytmetyce modularnej.

P> Nastepujace zadanie jest stosunkowo tatwe: znale$¢ trzy liczby
catkowite e, d, n (> 22090) takie ze dla kazdej liczby
catkowitej 0 < m < n, mamy réwnanie modularne

(m®)? =m (mod n).

» Nastepujace zadanie jest stosunkowo trudne: jesli mamy dane
e oraz n jak w poprzednim réwnaniu, znale$¢ d.



Przyktad: protokét RSA: Il

» W praktycznych zastosowaniach, n = pq, gdzie p i g sa
liczbami pierwszymi wybranymi losowo. Ich iloczyn stanowi
czes¢ kluczu publicznego, ale p i g s3 trzymane w tajemnicy.

» Nazwiemy A(n) najmniejsza wspding wielokrotnoscig p — 1 i
g — 1, i warto$¢ A(n) tez jest trzymana w tajemnicy.

» Woybierzemy e, dowolng liczbe catkowita aby e i A\(n) byty
wzglednie pierwsze. Liczba e tez stanowi czes¢ kluczu
publicznego.

> Potege d wybierzemy aby byta rozwigzaniem réwnania
d-e=1 (mod \(n)),

i ona stanowi klucz prywatny.



Kryptografia na podstawie grup: |

Protokoty kryptograficzne n.p. RSA polegaja na arytmetyce liczb

catkowitych i na obliczeniowych trudno$ciach co sie tam znajduja.
Teoria grup, szczegdlnie tzw. grup nieabelowych, jest bogatszym

zrédtem “arytmetyki” w kontekscie nieprzemiennym.



Kryptografia na podstawie grup: Il

Przyktad grupy i obliczenia arytmetycznego:

> S={s t}, R={st’s~! = t3}. Piszemy:
G = (s, t|st?s7! =t3).
> Czy stowo w = t3s 1t 3st> jest trywialne? Tak! Dowéd?



Kryptografia na podstawie grup: Il

» Jednym z podstawowych problemoéw teorii grup jest tak zwane
pierwsze zagadnienie Dehna: dany skonczony alfabet S i
skonczony zbior R stéw trywialnych, czy istnieje algorytm
(maszyna Turinga) co jest zdolny zdecydowaé czy stowo
w € G = (S| R) jest réwne elementowi neutralnemu? Nie!
Mozliwe jest zakodowanie funkcji nieobliczalnej do zbioru R.

P> Kategoria grup jest bardzo bogata, i znajduje sie duza
rozmaito$¢ zagadnien “arytmetycznych” ktére nie wkraczaja w
sfere nieobliczalnosci lecz wykazuja ciekawe zachowanie
wzgledem ztozonosci, na skutek czego nadaja sie do
zastosowan kryptograficznych.



Kierunki kwantowe

Komputery kwantowe znajduja spore zastosowanie w kryptografii,
do szyfrowania i réwniez do tamania szyfréw.

> Komputery kwantowe moga przyspieszy¢ obliczenia
klasycznych maszyn Turinga, wiec sformutowanie teorii
ztozono$ci kwantowej sie rézni w znaczny sposéb od
klasycznej (nie-kwantowej) teorii. (Przyktad: algorytm
faktoryzacji Shora zagraza protokotowi RSA).

> Komputery kwantowe mozna modelowaé wiernie klasycznymi
maszynami Turinga, wiec kategorie obliczalnosci i
nieobliczalnosci s3 niezmienione wprowadzeniem metod
kwantowych.

> W jaki sposéb mozna bada¢ grupy nieskonczone komputerami
kwantowymi?



Kodowanie Godela i uniwersalna maszyna Turinga

Maszyny Turinga daja sposéb zakodowania logiki w jednostce
automatycznej.

» Kodowanie Godela przeksztatca wyrazenia w jezyku logiki w
liczbe catkowita. Kazdy symbol w alfabecie dozwolonych
dziatan logicznych ma do siebie przypisang liczbe catkowita.
Kolejnos¢ dziatan w wyrazeniu jest zakodowana za pomoca
liczb pierwszych.

» Uniwersalna maszyna Turinga jest algorytmem ktéry jest
zdolny odtworzy¢ wszelki algorytm przez rozszyfrowanie
odwrotem kodowania Godela.



Aksjomatyzacja teorii mnogosci

Teoria mnogosci jest zaksjomatyzowana ogdlnie przyjetymi
aksjomatami Zermela—Fraenkla.

> Aksjomaty Zermela—Fraenkla stanowig niesprzeczne podparcie
do badania zbioréw.

» Aksjomaty Zermela—Fraenkla sg tworcze, w tym sensie ze
postuluja istnienie zbioréw niepustych, oraz zbioréw
nieskonczonych, przez proces induktywny.

> Istniejg zagadnienia dotyczace zbioréw ktore s3 logicznie
niezalezne od aksjomatéw Zermela—Fraenkla. Jeden z bardziej
znanych przyktadéw tego jest hipoteza continuum.



Teoria mnogosci i maszyny Turinga

> W latach sze$¢dziesigtych, Rado skonstruowat funkcje tak
zwang Busy Beaver BB: N — N ktéra rosnie szybciej niz
dowolna funkcja obliczalna.

» BB(n) jest, w pewnym sensie, najwieksza liczbg catkowita
obliczalng maszyna Turinga sktadajacej sie z nie wiecej niz n
stanéw.

» Funkcja BB(n) jest otrzymana w spos6b deterministyczny,
lecz okrezny.

» Wartosci BB(n) dla stosunkowo niewielkich wktadéw n
(< 8000) sa niezalezne od aksjomatéw Zermela—Fraenkla.

» Zachowanie funkcji BB(n) sugeruje paradoksalne
konsekwencje w filozofii matematyki.



Koniec

Dziekuje!



