Instytut Matematyczny UWr TAJNE Oboz (25.02-1.03.2019)
Wskazowki do zadan na mecz matematyczny

1. Ile zer koficowych ma liczba 127!=1-2-3-4-...-126-1277

Zliczamy piatki w rozktadzie 127! na czynniki pierwsze. Piatek jest 2545+ 1=31.
Stwierdzamy, ze dwojek jest wiecej niz piatek.

Odpowiedz: Liczba 127! ma 31 zer koncowych.

2. Rozstrzygnij, ktéra liczba jest wigksza: 4- ¥2-5 czy 1/257
Ze wzoru na réznice szeScianéw otrzymujemy

1.5 128 =125 - 3 1
12823 4 1281/3.1251/3 1 1252/3 ~ 1252/34-1251/3.1251/34-1252/3 25

Odpowiedz: Wigksza jest liczba 1/25.

3. Udowodnij, ze liczba 20190-20191-20192-20193+1 jest ztozona.

7 tozsamodci )
n-(n+1)-(n+2)-(n+3)+1= (n2+3n+1)

wynika, ze podana liczba jest kwadratem liczby catkowite;j.

Uwaga: Podana w zadaniu liczba jest kwadratem liczby pierwszej 407696671.

4. Tle jest takich liczb catkowitych dodatnich n < 10000, ze liczba n™ jest ésma potega liczby catko-

witej?

Liczba n™ jest 6sma potega liczby catkowitej, gdy zachodzi co najmniej jeden z na-
stepujacych trzech warunkow:

1° liczba n jest podzielna przez 8,

2° liczba n jest 6sma potega,

3° liczba n jest kwadratem liczby parzystej.

Zliczamy:

1° Liczb dodatnich n < 10 000 podzielnych przez 8 jest 1249 (w tym jest liczba 2® oraz
kwadraty liczb podzielnych przez 4).

2° Osme potegi, ktérych nie liczylismy w 1°, sg dwie: 11 38.

3° Kwadratow liczb parzystych niepodzielnych przez 4 jest 25.

Odpowiedz: Jest 1276 liczb spetniajacych warunki zadania.
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5. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich x, y zachodzi nieréwnoéé

Syt ay® <atyt.

Sposob I:
Korzystajac dwukrotnie z nieréwnosci
212
a“+0b
ab < 5
otrzymujemy
4 4
B ot 4 22y? o a5 3at 4yt
YSTT ST T Ty
i podobnie
4 4
43
xy® < Ty :

Dodanie stronami powyzszych dwéch nierownosci daje nieréwnosé z tresci zadania.
Sposob 11:
Przepisujemy dang nierownos¢ w postaci réwnowaznej:
0<at+yt =2’y —ay’,
0<a® (—y)+y* (y—u),
0< (2"~ 9*) - (x—y)

i zauwazamy, ze czynniki po prawej stronie ostatniej nierownosci sg tego samego znaku.

6. Kwadratowa plansza o boku 60 jest podzielona na kwadraty jednostkowe zwane polami. Na
planszy ulozono pewng liczbe prostokatnych klockéw o wymiarach 1 x 11 tak, aby kazdy z nich doktadnie
przykrywal 11 pdl, a przy tym zadne pole nie jest przykryte przez wiecej niz jeden klocek. Udowodnij,

ze co najmniej 25 pél zostato niepokrytych.

Standardowe numerowanie: 1 w lewym gérnym rogu oraz cyklicznie 1,2,3,4,...,11
w rzedach poziomych i pionowych. Liczby 10 i 11 wystepuja po 325 razy, wiec mozna
utozy¢ co najwyzej 325 klockéw pokrywajacych 3575 pol, a wiec 25 zostaje niepokrytych.

7. Rozstrzygnij, czy istnieje tréjkat réwnoramienny, ktéry mozna podzielié na dwa tréjkaty réw-
noramienne w taki sposéb, aby zadne dwa z tych trzech tréjkatéw (jeden duzy tréjkat i dwa tréjkaty
podziatu) nie byly podobne.

Uwaga: Dwa tréjkaty sa podobne, jesli miary katéw jednego sa takie same jak miary katéw drugiego.

Tak. Niech o =180°/7. Wéwezas trojkat réwnoramienny o katach o, 3o, 3o dzielimy

odpowiednig tréjsieczng kata 3a na trojkaty o katach «, «, ba oraz 2a, 2a, 3a.
Jest to jedyny przyktad speliajacy warunki zadania.

-2- TAJNE Ko6tko matematyczne 2018/19, klasa 7



Instytut Matematyczny UWr TAJNE Oboz (25.02-1.03.2019)

8. W trapezie réwnoramiennym jedna z podstaw ma dtugoéé 5, a pozostale trzy boki maja dtugoéé 4.
Oblicz dlugosé przekatnych tego trapezu.

Rzut wierzchotka krétszej podstawy na dtuzsza dzieli dtuzsza podstawe na odcinki
1/219/2.
Obliczamy z twierdzenia Pitagorasa:

Wysokosé trapezu:
=4/42—(1/2)?

+(9/2)?= \/m \/;4_4:6.

w\ﬂ

Przekatna:

Odpowiedz: Przekatne trapezu maja dlugosé 6.

9. W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku A ma miare 30°, a ponadto AC =11 oraz BC =1.

Wyznacz wszystkie mozliwe wartoéci, jakie moze przyjmowaé dtugoéé boku AB.

Wysokoé¢ trojkata opuszczona na prostg AB ma dlugosé

AC 11
h=—=—.
2 2
Jesli D jest spodkiem tejze wysokosci, to z twierdzenia Pitagorasa:

V196—121 75 5V3
BD=+/BC2—h2=,/72—(11/2) 5 5 R

Poniewaz

AD= \g_AC 112\/_

otrzymujemy
11V/3+5v3  11+£5 V3

AB=AD+BD= =
2 2

Odpowiedz: Bok AB moze mie¢ dtugosé 3v/3 lub 8v/3.

10. Punkt O jest $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC, a punkt P jest $rodkiem okregu
opisanego na tréjkacie ABO. Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci miary kata S ACB, jeéli wiadomo,
ze SAPB=YACB+30°.

Dwukrotnie korzystamy z twierdzenia o kacie wpisanym i $rodkowym pamig¢tajac
o dwoch réznych wersjach (kat wpisany ostry/rozwarty). W kazdym z 4 przypadkéw
uktadamy i rozwigzujemy odpowiednie réwnanie.

Odpowiedz: Kat ¥ ACB moze mie¢ miare 10°, 66°, 130° lub 138°.
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