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Poznan, 13 czerwca 2018 r.

Zad. 1. Po napadzie na bank przestuchiwanych bylo pieciu podejrzanych. Ponizej podane sa zeznania kazdego z nich.
Policja wie, ze kazdy z nich raz powiedziat prawdg i raz sktamat. Na podstawie zeznan ustal, kto napadl na bank.

* Bogu$ powiedziat: To nie byt Czesiek. To byt Adam.

* Darek powiedziat: To byt Czesiek. To nie byl Adam.

* Czesiek powiedziat: To byt Bogus$. To nie byl Egon.

* Adam powiedziat: To byt Egon. To nie byt Bogus.

* Egon powiedzial: To byt Darek. To byt Adam.

Zad. 2. Malzenstwo miato trojke dzieci: Jasia, Bronka oraz Malgosig, z ktorych kazde skonczyto roczek. Wiek kazdego
z cztonkow rodziny wyrazany w latach, byt liczba catkowita dodatnia. R6znica wieku migdzy malzonkami byta taka sama
jak miedzy Jasiem i Bronkiem i taka sama jak migdzy Bronkiem i Malgosia. Wiek Jasia i Bronka po pomnozeniu dawat
wiek ojca, zas§ wiek Bronka i Marysi po wymnozeniu dawal wiek ich matki. Suma liczby lat calej piatki wynosita 90.
Ile lat ma kazdy z cztonkow rodziny?

Zad. 3. Suma liczb od 1 do 101: I
1+2+3+4+..+100+101 H

wynosi 5151. Niektore znaki dodawania zast¢epujemy znakami odejmowania, tak by

otrzyma¢ wynik 2018. Czy jest to mozliwe? Jesli tak, to ile minimalnie pluséw trzeba

zastapi¢ minusami by ten wynik osiagnac?

Zad. 4. Na bokach trojkata prostokatnego ABC dorysowano kwadraty (patrz rysunek v G
0bok). Uzasadnij, ze pola szarych trojkatow sa rowne.

Zad. 5. Ciag liczb catkowitych nieujemnych jest taki, ze mnozac cyfry dowolnego wyrazu otrzymujemy wyraz nastepny.
Pokaz, ze ciag ten jest od pewnego miejsca staty dla dowolnego wyrazu poczatkowego.

Zad. 6. Rozstrzygnij czy liczby sa wzglednie pierwsze, gdzie jest liczba naturalna.

Zad. 7. Wyznacz wszystkie uporzadkowane trojki liczb catkowitych dodatnich, ktore spetniaja rownanie

Zad. 8. Niech M bedzie srodkiem boku AB kwadratu ABCD, za$ E — punktem przecigcia przekatnej BD z odcinkiem CM.
Oblicz stosunek —

Zad. 9. W prostokacie ABCD punkty | i J sa odpowiednio $srodkami bokéw AD
i AB, a odcinki Bl i DJ przecinaja si¢ w punkcie O. Oblicz stosunek pol
czworokatow AlOJ i CBOD.

Zad. 11. Dane sa dwa okregi przecinajace si¢ w punktach P i Q. Prosta przecina
te okregi w punktach A, B, C, D. Udowodnij, ze miary katow APB i CQD sa Q
rowne.

Zad. 12. Na stole leza dwa stosy kamieni — jeden liczacy 56 kamieni oraz drugi liczacy 44 kamienie. Dwoch graczy gra
W nastgpujaca gre: Gracze na przemian zabieraja z jednego z wybranych przez siebie stosow dowolna niezerowa liczbg
kamieni. Wygrywa osoba, ktora zabierze ze stotu ostatni kamien. Ktory z graczy ma strategi¢ wygrywajaca i na czym ona
polega?
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Zad. 14. Uzasadnij, ze jesli jest liczba pierwsza, taka ze takze jest liczba pierwsza to jest liczba
zlozona.

Zad. 15. Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb zachodzi nierownos¢:

Zad. 16. Wykaz, ze uktadu rownan i z niewiadomymi nie spetnia

zadna uporzadkowana piatka liczb catkowitych.

SZKICE ROZWIAZAN

Zad. 1. Wypowiedz Bogusia wyklucza Adama i Czeska (w przeciwnym wypadku mieliby$my albo dwie poprawne albo
dwie fatszywe wypowiedzi). Podobnie, wypowiedz Czeska wyklucza Bogusia i Egona. Zatem sprawca moze by¢ tylko
Darek. Sprawdzenie warunkdéw zadania to potwierdza.

Zad. 2. Oznaczmy wiek Jasia, Bronka oraz Marysi symbolami j, b oraz m, za§ wiem mamy i taty symbolami M i T.
Podane w tresci zadania zaleznosci dadza si¢ zapisaé:

Mamy tez oraz . Zauwazmy, ze jesli , to (gdy liczba b lezy
na osi liczbowej migdzy j a m) lub (gdy liczba b nie lezy migdzy liczbami j a m).

Zauwazmy, Z€:

Gdyby to mielibySmy . Poniewaz b jest liczba catkowita, to wiec
musi by¢ oraz . Jesli jednak zatozymy, ze , to ze wzgledu na réwnos¢ mamy
rowniez . Niezaleznie wigc od wybranej sytuacji mamy oraz . Przy czym

. Zauwazamy, wigc, ze dla pewnej liczby naturalnej b mamy , Sprawdzajac kolejne liczby
naturalne widzimy, ze musi by¢ . Ostatecznie mama i tata maja po 36 lat, a kazde z dzieci po 6 lat.

Zad. 3. Zauwazmy, ze zastapienie znaku + przed liczba a znakiem - powoduje zmniejszenie wartosci sumy o 2a.
Operacja taka nie zmienia wigc parzystosci sumy. A to oznacza, ze nie ma mozliwosci uzyskania wyniku 2018.

Zad. 4. Wystarczy pokazac, ze pole kazdego z szarych trojkatoéw jest takie samo, jak pole trojkata ABC. Dla trojkata CID
jest to oczywiste, gdyz jest on przystajacy do trojkata ABC. Oznaczmy rzut punktow C i E na prosta AB odpowiednio
przez i E’. Wowczas trojkaty AC’C i EE A sa przystajace, co oznacza, ze . W takim razie pola trojkatow
FAE’ i ABC sa takie same. Z drugiej strony, pola trojkatow FAE’ i FAE sa takie same (wspolna podstawa i taka sama
wysokos$¢). To daje rownosé pol trojkatow FAE i ABC. Analogicznie wykazujemy dla trojkata GHB.

Zad. 5. Zatozmy, ze jest pierwszym wyrazem rozwazanego ciagu
( )i . Wtedy , 0 ile . Oznacza to, ze ciag
okreslony w zadaniu jest malejacy, poki jego wyrazy nie stana si¢ jednocyfrowe.

Zad. 6. Zauwazmy, ze . Zatem, jesli istnieje liczba d, ktora jest dzielnikiem
oraz , to musi by¢ dzielnikiem liczby , zatem moze przyjmowac jedynie wartosci 1 lub 2. Jednak liczba
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jest nieparzysta, czyli , a zatem liczby sa wzglednie pierwsze. Za rozwiazanie na
przyktadach ocena 0 pkt.
Zad. 7. Dane réwnanie mozna zapisa¢ jako lub réwnowaznie (X+y+z)(x+y—z) = 9. Liczby

i musza by¢ dzielnikami 9. Poniewaz X, y i z sa catkowite dodatnie, pierwszy z czynnikow jest dodatni,
ale drugi moze by¢ ujemny, wtedy jednak pierwszy tez musialby by¢ ujemny. Zatem oba czynniki sa dodatnie i w gre

wchodza rozktady 1 lub 3 , przy czym ten ostatni wykluczamy, poniewaz Dostajemy uktad
réwnan:
Rozwiazujac go, otrzymujemy oraz a to daje rozwiazanie { Za

rozpatrywanie zbednych przypadkéw odejmujemy 2 punkty. Jesli pominigto jakas trojke, traktujemy zadanie jako
nierozwiazane. Podanie prawidtowej odpowiedzi bez uzasadnienia, ze to sa jedyne mozliwe trojki oceniamy na 3 pkt.

D c Zad. 8. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Niech F bedzie spodkiem wysokosci
trojkata BEM poprowadzonej z wierzchotka E i niech Trojkat BEF jest podobny
do trojkata ABD (z cechy kkk) — za samo stwierdzenie podobienstwa odejmujemy 3 punkty.
Zatem jest to trojkat prostokatny rownoramienny, czyli ~ Z kolei trojkat MFE
jest podobny do trojkata MBC (z cechy kkk) — za brak uzasadnienia odejmujemy kolejne 3
punkty, chyba zZe juz zostaly odjgte poprzednio). Zatem - Z twierdzenia Pitagorasa
dla trojkata MFE obliczamy — Zatem — — ——. Za pozostawienie

A niewymierno$ci w mianowniku odejmujemy 1 pkt).

M F

Zad. 9. Poprowadzmy przekatna BD i linig¢ $rodkowa 1J. Te odcinki sa rownolegte, a dtugos¢ 1J jest potowa dtugosci BD.
Otrzymujemy 2 pary trojkatow podobnych w skali 1/2 (z cechy kkk, bo odpowiednie boki w tych trojkatach sa parami
rownoleglte): ABCD ~ AJAI, ABDO ~ AJIO. Czworokaty z zadania powstaja ze sklejenia odpowiednich trojkatow
najdtuzszymi bokami, przez co otrzymujemy czworokaty podobne w skali 2. Stosunek ich pol jest kwadratem skali
podobienstwa i wynosi Va.

Zad. 10. T sposob. Znajdujemy konstrukcyjnie odcinek 3 razy krotszy od promienia danego kota, wykreslamy
koncentryczne koto o takim wlasnie promieniu. Ma ono pole roéwne dziewiatej czesci duzego kota. Pozostaty
pierscien mozna tatwo podzieli¢ na 8 przystajacych cz¢sci, prowadzac promienie duzego kota co 45°.

II sposob: W dane kolo wpisa¢ 5 przystajacych kot o 3 razy mniejszym promieniu (rys).

11 sposob: Skonstruowaé koncentryczne kota o 3 razy mniejszym promieniu, kolejne kota o promieniu V2, \3, 2, V5, V6,
\7 i V8 razy wickszym (¥n-r mozna skonstruowaé na podstawie twierdzen Pitagorasa i Talesa). Powstaje podzial na
wewnetrzne koto i pierscienie o polach po /s wyjsciowego kota.

Zad. 11. Poprowadzmy cieciwe PQ. Oznaczmy |ZAPB| =X, |ZCQD| =Y. ™

Na mocy twierdzenia o katach wpisanych opartych na tym samym tuku y Jaal /
stwierdzamy, ze |£PAC|=|£PQC| =« oraz |£BPQ|=|£BDQ|= . Przy :

wprowadzonych oznaczeniach otrzymujemy |ZAPQ|=x+ /. Na mocy

twierdzenia o katach wpisanych opartych na tym samym tuku otrzymujemy
|ZAPQ| = |ZACQ| =X+ . Zauwazmy, ze |LACQ| =X+ /[ jest katem
zewnetrznym trojkata CQD. Z twierdzenia o kacie zewngtrznym dostajemy
wigec rownos¢ X+ S =Yy+ . A stad otrzymujemy tezg, czyli X=Yy, tzn.
|£APB| =|£CQD)|.

Zad. 12. Strategic wygrywajaca ma osoba rozpoczynajaca gre. Wystarczy, ze w pierwszym ruchu zabierze 12 kamieni
ze stosu na ktorym jest 56 kamieni, doprowadzajac tym samym do sytuacji, w ktorej po jej ruchu oba stosy licza po 44
kamienie. Nastgpnie osoba rozpoczynajaca gre kopiuje ruchy przeciwnika, zabierajac za kazdym razem taka sama liczbg
kamieni, ale z drugiego stosu. Postgpujac w ten sposdb za kazdym razem po wykonaniu ruchu przez gracza
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rozpoczynajacego na obu stosach pozostaje taka sama liczba kamieni. W koncu gdy gracz nierozpoczynajacy oprozni
catkowicie jeden ze stoséw, gracz rozpoczynajacy zabiera wszystkie kamienie z drugiego stosu, konczac zwycigsko gre.

Zad. 13. Strategiec wygrywajaca ma gracz rozpoczynajacy gre. Polega ona na tym, Zze w pierwszym swoim ruchu
zaznacza on punkt kratowy bedacy $rodkiem okreggu, a nastepnie na kazdy ruch przeciwnika odpowiada zaznaczeniem
punktu symetrycznego wzgledem $rodka okreggu. Z symetrii okregu wynika, ze gracz rozpoczynajacy gre bedzie zawsze
w stanie odpowiedzie¢ na ruch przeciwnika, zatem to on zaznaczy ostatni punkt kratowy, zmuszajac przeciwnika
do przegranej.

Zad. 14. Rozwazmy liczby pierwsze wieksze od 3 i niepodzielne przez 3, tj. liczby pierwsze o postaci oraz
, gdzie jest liczba naturalna. Przypadek, gdy nie spetnia zatozen, gdyz mamy wtedy, ze liczba
nie jest liczba pierwsza. W drugim przypadku dla
liczba jest ztozona, co nalezalo dowiesc.
Zad. 15. Przemnazajac obustronnie nasza nierownos¢ przez mamy:

Co konczy dowod, gdyz otrzymalismy po lewej stronie iloczyn dwdch czynnikéw nieujemnych.

Zad. 16. Przypusé¢my, ze dany uklad rownan ma rozwiazanie w zbiorze liczb catkowitych. Poniewaz liczba jest
nieparzysta, z réwnania wynika, ze liczby sa nieparzyste. Wtedy ich suma jest liczba
nieparzysta, wigc nie moze by¢ rowna 20. Otrzymana sprzeczno$¢ z rownaniem dowodzi, ze dany uktad réwnan nie ma
rozwiazania.



