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Zad. 1. Danych jest 5 odcinkow o dtugosciach 1, 3, 5, 71 9 jednostek. Na ile sposobéw mozna wybra¢ sposrod
nich trzy r6zne odcinki, ktore beda wysokosciami jednego trojkata?
Zad. 2. Rozwiaz rownanie x*~42y* = 1 w parach liczb pierwszych.

Zad. 3. W trapezie o podstawach dlugosci a i b poprowadzono odcinek rownolegly do podstaw przez punkt
przecigcia przekatnych. Oblicz jego dtugosc.

Zad. 4. Tworzymy zbior dzielnikow pierwszych wszystkich, roznych od 0, liczb o zapisie dziesigtnym XyXyxy.
Jaki jest najwigkszy element tego zbioru?

Zad. 5. Ile jest liczb szesciocyfrowych utworzonych z cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6, o réznych cyfrach, takich, ze cyfry 5
1 6 stoja obok siebie oraz pomigdzy nimi a cyfra 1 stoja co najmniej dwie cyfry?

Zad. 6. Oblicz sumeg cyfr liczby 99.. 92, gdzie w podstawie jest sto dziewiatek.

Zad. 7. Wykaz, ze jesli a i b sa dlugosciami przyprostokatnych trojkata prostokatnego, zas ¢ dtugoscia jego
przeciwprostokatnej, to a" + b" < ¢" dla wszystkich liczb naturalnych n > 2.

Zad. 8. Niech x i y sa dodatnimi liczbami catkowitymi. Ostatnia cyfra liczby x* + xy + y* w zapisie dziesietnym
jest rowna 0. Jaka jest przedostania cyfra tej liczby?

Zad. 9. W 2017-kacie wypuklym narysowano pewna liczbg przekatnych w taki sposob, ze zadne dwie sig nie
przecinaja. W rezultacie podzielono wielokat na 2015 trojkatéw. Czy jest mozliwe, aby bokami doktadnie 1007
sposrdd tych trojkatow byly wytacznie przekatne?

Zad. 10. Ile wynosza dlugosci krawedzi takiego graniastostupa o podstawie sze$ciokata foremnego i Scianach
bocznych bgdacych prostokatami, ktérego suma dtugosci wszystkich krawedzi jest rowna 24 a ktorego pole
powierzchni bocznej jest najwigksze?

Zad. 11. Oblicz 3a/(a+b), jesli wiesz, ze (a+b)/b = /,.

Zad. 12. Czy istnieja dwie potggi dwojki rozniace sig tylko kolejnoscia cyfr?
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1. Wysokosci, sa rozne, wigc szukany trojkat bedzie roznoboczny, przy czym najdtuzszy bok bedzie
odpowiadat najkrotszej wysokosci. Niech a<b<c, woéwczas musi zaj$¢ a+b>c, a skoro 2P=ah,=bhp=ch,, to
warunek przyjmuje rownowazng postac¢ 1/h, + 1/h, > 1/h.. Teraz sprawdzamy trojki (9, 7, 5) — ok, (9,7,3) — Zle,
wiec (9, 7, 1) juz nie sprawdzamy. Dalej (7, 5, 3) — ok, (7, 5, 1) — Zle itd. Ostatecznie warunek spetniaja dwie
trojki.

2. Z rébwnania wynika, ze X jest nieparzyste. Dane rOwnanie jest rOwnowazne rOwnaniu 42y2 =x*1.= (x—
1)(x+1), wiec 42y” dzieli si¢ przez 4 (jako iloczyn liczb parzystych x—1 i x+1). To oznacza, ze 2y, czyli
réwnanie spetnia jedna para liczb pierwszych x =13 iy = 2.

3. Niech trapez to ABCD i odcinek roéwnolegly do podstaw EF podzielony jest punktem przecigcia przekatnych
P na kawatki o dtugosciach x i y. Przez P poprowadzmy réwnolegta do ramienia AD, ktora przecina podstawy
trapezu w punktach R i S. Powstaja 2 pary trojkatow podobnych: PAB i PCD (w skali a:b = h,:hy) oraz RBP i
SPD (w skali ha:hp=a—x : X). Z rdwnosci skal mamy x=ab/(a+b). Analogiczne rozumowanie daje y=ab/(a+b).
Stad x+y = 2ab/(a+h), co jest $rednia harmoniczna a i b. Za bardziej skomplikowane rachunki odjac 2 pkt.

4. Kazda liczbg Xyxyxy mozna zapisa¢ jako iloczyn 10101-xy = 3-7-13-37-xy. To oznacza, ze poszukiwana liczba
jest 97.

5. Jedli 5 jest po lewej stronie 6, to mamy mozliwe uktady: 56AB1C, 56ABC1, A56BC1, 1AB56C, 1ABC56,
A1BCS56. Kazdy daje 6 mozliwosci wypetienia miejsc A, B, C liczbami 2, 3, 4, czyli razem mamy 36
mozliwosci. Drugie tyle dla wariantu z 6 z lewej strony 5. Ostatecznie, mamy 72 mozliwosci.

6. Zauwazmy, ze 99...9°=(10*"-1)? = 10%°-2-10"+1 = 99...9800...01, gdzie 9 i 0 jest po 99. Stad suma cyfr
tej liczby jest rowna: 9-99+8+1 = 9-100 = 900.

7. Z twierdzenia Pitagorasa mamy (a/c)? + (b/c)’ = 1. Wiemy rowniez, ze a/c < 1 oraz b/c < 1. Wowczas (a/c)"
< (a/c)? oraz (b/c)" < (blc)?, co daje teze.

8. Liczby x i y musza by¢ parzyste (w przeciwnym razie suma 3 liczb nieparzystych bytaby parzysta). Jesli
jedna z nich jest wielokrotnoscia 10, a druga nie, to liczba X% + xy + y? nie jest wielokrotnos$cia 10. Jesli zadna z
liczb x iy nie jest wielokrotnoscia 10, to X” i y2 W zapisie dziesigtnym koncza si¢ cyfra 4 lub 6 i mozna
sprawdzi¢ (rozpatrujac przypadki), ze X + xy + y° nigdy nie bedzie wielokrotnoscia 10. Stad wniosek, Ze obie
liczby x i y sa wielokrotnogciami 10, a x* + xy + y? jest wielokrotnoscia 100.

9. W kazdym z trojkatow powstatego podzialu co najwyzej dwa boki wielokata moga by¢ bokami tego trojkata.
Wsrod 2015 trojkatow podziatu musi by¢ wige co najmniej 1008 trojkatow o boku, ktory nie jest przekatna. To

oznacza, ze nie znajdziemy 1007 tréjkatow o podanej wlasnos$ci.

10. Niech a oznacza dtugos$¢ krawedzi podstawy, za$ h wysoko$¢ graniastostupa. Wtedy 12a + 6h = 24, 2a+h =
4. P(a) = 6a(4 - 2a) = 24a - 12 a* = -12(a-1)* + 12 osiaga najwicksza wartos¢ dla a = 1.

11. Z zatozenia wynika, ze a/b = -*/,. Zatem 3-a/(a+b) = 3-(a/b) /(a/b+1) = -9.

12. Niech n<m potegi dwojki i wzajemne anagramy. Wowczas m=2n lub 4n lub 8n (dalsze nie miatyby juz tyle
samo cyfr). Wtedy m—n = n lub 3n lub 7n i dzieli si¢ przez 9 (bo obie sumy cyfr daja t¢ sama resztg z dzielenia

przez 9, wiec liczby tez). W kazdym wypadku wynika, ze n dzieli sig przez 3, co daje sprzeczno$é, bo n jest
potega dwojki. Zatem nie ma takich liczb.



