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1. Tomek szedl do szkoly. Potowe drogi przebyl z predkoscia 4 km/h, potowe pozostalej czesci z
predkoscia 100 m/min, a reszte drogi z predkoscia 10 km/h. Jaka byta $rednia predko$¢ Tomka
w drodze do szkoty?

2. lle dzielnikow liczby 3600 ma doktadnie dwanascie dzielnikoéw?
3. Ile jest réwna reszta z dzielenia (1 4 2 + 3 + ... 4+ 48)?%19 przez 507

4. Dane sa dwa okregi styczne wewnetrznie o $rodkach Oy, Oy i promieniach 7 i R, przy czym
r < R. Cieciwa wiekszego okregu styczna do mniejszego i prostopadia do prostej 0105 ma
dtugosé 12. Oblicz pole prostokata, ktérego kolejnymi wierzchotkami sa Os, O1, A, gdzie A lezy
na mniejszym okregu.

5. Na tablicy napisano kolejne liczby catkowite od —2019 do 2019. W pojedynczym ruchu mozemy
wybraé¢ dwie liczby aktualnie napisane na tablicy, powiedzmy a i b, zmazaé je, a zamiast nich
napisa¢ liczbe ab + a + b. Wykonujemy dozwolone ruchy tak dhugo, az na tablicy pozostanie
jedna liczba. Jaka?

6. Na ptaszczyZnie dane sa trzy rézne proste rownolegle k, [ i m. Jedli na prostej k zaznaczono 3
rozne punkty, na prostej [ zaznaczono 4 rézne punkty, na prostej m zaznaczono 2 rézne punkty
a nastepnie narysowano wszystkie mozliwe trojkaty o wierzchotkach w tych punktach, to ile
najmniej, a ile najwiecej trojkatow otrzymano?

7. Wyznacz liczby = takie, ze jedna z liczb x, [z], {x} jest Srednia arytmetyczna pozostalych
Symbol [z] oznacza najwieksza liczbe catkowita nieprzekraczajaca x, a {z} = x—[z].

8. Czy liczba 20190 - 20191 - 20192 - 20193 + 1 jest pierwsza?

9. Kwadratowa plansza o boku 60 jest podzielona na kwadraty jednostkowe zwane polami. Na
planszy utozono pewng liczbe prostokatnych klockow o wymiarach 1 x 11 tak, aby kazdy z nich
doktadnie przykrywal 11 pol, a przy tym zadne pole nie jest przykryte przez wiecej niz jeden
klocek. Udowodnij, ze co najmniej 25 pol zostato niepokrytych.

10. Czy istnieje trojkat rownoramienny, ktory mozna podzieli¢ na dwa trojkaty rownoramienne w

taki sposob, aby zadne dwa z tych trzech trojkatéw nie byty podobne?
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Rozwigzania

. Podzielmy droge Tomka na cztery rowne czesci. Jego predkosé na kolejnych kawatkach drogi
wynosita (w km/h): 4,4,6,10. Oznaczmy dlugos¢ kazdej z tych czesci (wyrazona w km) przez
x — wowezas czas poswiecony na przejscie kolejnych fragmentéw to odpowiednio x/4, x/4, x/6
i £/10. Oznacza to, ze srednia predkosé jest réwna (w km/h)

4z 120
1,1 .1, 1 :273%5’2'
$(1+1+6+ﬁ)

. Poniewaz 12 =2-6 =3-4 =2 -2 -3, to liczba naturalna ma doktadnie 12 dzielnikoéw, jezeli
jest jednaj z postaci p't, pg®, p?¢>, pqr?, gdzie p,q,r sa réznymi liczbami pierwszymi. Mamy
3600 = 243252, zatem tylko dwie ostatnie postaci sa mozliwe dla dzielnikéw liczby 3600. Sg to
dzielniki p?23 dla p = 3 lub p = 5 oraz liczby postaci pgr? dla {p,q,r} = {2, 3,5}, ktérych jest
trzy. Szukanych dzielnikéw jest 5.

. Reszta ta réwna jest 26. Rozwazajac rownosci modulo 50 mamy 1+ 2+ --- +48 = (1 +48) +
(24+47)+ -+ (24 4+ 25) = 49 - 24 = —24 = 26. Poniewaz 26* = 676 = 26, to 26°°Y = 26, co
jest szukana reszta z dzielenia.

. Niech wymieniona cieciwa bedzie styczna do mniejszego okregu w punkcie B i przecina wiekszy
w punkcie C. W tréjkacie prostokatnym BCO; mamy BC = % -12 =6, O.C = R, OsB =
2r — R|, zatem R? = (2r — R)? + 6%, stad 4Rr — 4r*> = 36, czyli r(R — r) = 9. Poniewaz
0105 = R — r,0O1A = r, to pole rozwazanego prostokata wynosi (R — r) = 9.

. Na tablicy jest liczba —1 i ona wybrana z dowolna inng liczbg powraca na tablice. Zatem to
ona zostanie na koncu.

. Trojkatow takich, ze dwa wierzchotki sg na jednej z rozwazanych prostych, a trzeci na innej
jest 3(4 +2) +6(3 + 2) + 1(3 + 4) = 55. Tréjkatow takich, ze kazdy wierzchotek jest na
innej prostej, jest maksymalnie 2 - 3 - 4 = 24, a minimalnie 24 pomniejszone o liczbe prostych
przecinajacych rozwazane proste tylko w rozwazanych punktach. Takich prostych moze by¢ co
najwyzej 2-3 = 6 (dwa mozliwe punkty przeciecia z prosta m i trzy z prosta k). Liczba 6 moze
by¢ osiggnieta w nastepujacej sytuacji. Niech rozwazane proste beda ustawione w kolejnosci
takiej, jak wymienione w tresci zadania. Na prostej m obierzmy punkty M; i M, a na prostej
k punkt K. Proste MKy i MKy przecinajg prosta [ odpowiednio w punktach Lo i L3, a
proste M L3 i MyLy prosta k odpowiednio w punktach K3 i K. Niech L; i Ly beda punktami
przeciecia prostej | odpowiednio z prostymi M; K7 i MyKj3. Jest to szukana sytuacja.

Liczba badanych trojkatow jest liczbg miedzy 73 1 79.

. Zastanéwmy sie najpierw, ktéra z liczb jest miedzy pozostalymi (w sensie relacji <). Gdyby
liczba ta bylo {z}, to musiatoby by¢

0=[z] <{z}<xz<]1,

ale dla z € (0,1) mamy x = {x} co oznacza, ze v = [z] = {z} = 0.

7 kolei gdy [2] < x < {x}, to zgodnie z warunkami zadania x = 2zt — 5, co oznacza r = 0

2
i daje to samo rozwigzanie co poprzednio.

Rozpatrzmy wiec przypadek gdy {z} < [z] < 2. Niech [z] = m. Wtedy m < =z < m + 1.
(z—m)+zx

5, skad z = %m Po podstawieniu

Zgodnie z warunkami zadania [z] = {x}%, czylim =



10.

do nieréwnoéci otrzymujemy m < %m < m+1, skad 0 < m < 2. Poniewaz m jest liczba

catkowita, wiec m = 0 lub m = 1. Wobec tego z = 0 lub z = 2 i odpowiednio {z} =01 [z] =0
lub {z} =1 i [z] = 1. Mamy wiec z =0 lub = = 2.
Nalezy zauwazy¢ tozsamos$é n- (n+1) - (n+2) - (n+3) +1 = (n* 4+ 3n + 1)%. Wynika z niej,
ze liczba jest ztozona. Jest kwadratem liczby pierwszej 407696671.

Stosujemy standardowe numerowanie: 1 w lewym gérnym rogu oraz cyklicznie 1,2,3,4,...,11
w rzedach poziomych i pionowych. Liczby 10 i 11 wystepuja po 325 razy, wigc mozna utozy¢
co najwyzej 325 klockow pokrywajacych 3575 pol, a wiec 25 zostaje niepokrytych.

Tak. Niech a = 180° /7. Wéwezas tréjkat rownoramienny o katach a, 3ar, 3o dzielimy odpowied-
nig trojsieczng kata 3a na trojkaty o katach «, a, ba oraz 2a, 2ar, 3. Jest to jedyny przyktad
spelniajacy warunki zadania.



