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Zad. 1. Migdzy jakimi kolejnymi liczbami catkowitymi znajduje sig liczba \/ 55-+5y55+5+/5 ?

Zad. 2. Ciag{a,} jest okreslony wzorem a, = [N(2n) + %4] dlan=1, 2, ... Rozstrzygnij, ile wyrazoéw ciagu ma wartos¢
2018.

Zad. 3. Uszereguj wartosci funkcji cos 2, cos 3 i cos 4 od najmniejszej do najwigkszej.

Zad. 4. Na boku CD rombu ABCD wybieramy dowolny punkt E. Punkt F jest rzutem E na przekatna BD, za$ G —
punktem przecigcia odcinkow AE i CF. Uzasadnij, ze trojkaty AFG i CEG maja rowne pola.

Zad. 5. Na tace w ksztalcie pigciokata foremnego pasie si¢ osiotek. Lake otaczaja pola kukurydzy, zyta, owsa, prosa i
pszenicy, sasiadujac z nia kazde wzdtuz innego boku wielokata. Osiotek chciatby sprobowa¢ kazdego z tych
przysmakow, przepijajac kazdy z nich woda z poidetka. W ktérym miejscu powinno by¢ ustawione to poidetko, aby suma
jego odlegtosci od wszystkich bokow pigciokata byta najmniejsza?

Zad. 6. Podczas zawodow mistrz §wiata John Benson uzyskat w biegu na 100 m czas 8 s. Pierwsza trzecia cze$¢ dystansu
biegl ruchem jednostajnie przyspieszonym, a potem do mety biegt z jednostajna predkoscia. Oblicz jego maksymalna
szybkos¢ na biezni. Czy gdyby biegt tak w terenie zabudowanym, mogiby zaptaci¢ mandat?

Zad. 7. O czterech dodatnich liczbach catkowitych a, b, ¢ i d wiadomo, Ze: ab + cd = 34 oraz ac — bd = 19. Wyznacz
sumea+b+c+d.

Zad. 8. Trojkat ABC nie jest ani rOwnoramienny, ani prostokatny. Okresl, ile jest takich punktéw D, dla ktorych
czworokat ABCD ma 0§ symetrii.

Zad. 9. Znajdz najwicksza liczbe catkowita k, dla ktorej nierownosé¢ a* + 8 > k a jest prawdziwa dla kazdej liczby
rzeczywistej a.

Zad. 10. Na kazdym polu szachownicy 8x8 napisano liczbe catkowita. Dozwolone sa nastepujace operacje:

a) wszystkie liczby zawarte w pewnym kwadracie 3x3 zwigkszamy o 1,

b) wszystkie liczby zawarte w pewnym kwadracie 4x4 zwigkszamy o 1.
Czy zawsze w wyniku wykonywania takich operacji (dowolna liczbg razy) mozna otrzymaé szachownicg wypetniona
wielokrotnosciami trojki?

Zad. 11. Czy sze$ciokat réwnoboczny opisany na okregu musi by¢ foremny?

Zad. 12. Mamy dwa stosy zetonéw. Ruch polega na zabraniu dwoch zetondéw z jednego stosu i jednego zetonu z drugiego
stosu albo na zabraniu dwoch zetondéw z jednego stosu i dotozeniu jednego Zetonu do drugiego stosu. Czy za pomoca
takich ruchéw mozna zabra¢ wszystkie zetony, jezeli w sumie na obu stosach jest wigcej niz 10?

Zad. 13. W tréjkacie ABC érodki wszystkich wysokos$ci leza na jednej prostej. Udowodnij, Ze ten trojkat jest prostokatny.

Zad. 14. Rozwiaz w liczbach naturalnych réwnanie x° = y° + 218.
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SZKICE ROZWIAZAN

Szacujemy z gory \/55+5\/55+5\/§ < \/55+5\/55+5\/§ = \/55+5\/% < \/55+5\/a =100 = 10. Szacujemy z
dotu: \/55+5\I55+5\/§ > \/55+5\/55+5\/Z = \/554-5\/% > \/55+5\/6_4 =95 > V81 =9. Za rozwiazanie

kalkulatorowe przyznajemy 0 pkt.

Nalezy wykazac, ze a, = n wtedy i tylko wtedy, gdy % (n—-1) n <m < % n (n+1), wigc kazda dodatnia liczba catkowita n
wystepuje w ciagu n razy. Odpowiedz 2018.

Poniewaz Y%m < 2 < 3 <1 i wiadomo, ze funkcja kosinus maleje w przedziale (‘ar, ), wigc
cos 2 > c0s3. Ponadto cos 4 = cos (2n—4), a 2 < 2n—4 < 3, zatem cos 2 > cos 4 > c0s 3.

Czworokat AFEC jest trapezem, a wiec trojkaty AFC i AEC maja rowne pola, a zatem takze
trojkaty AFG i CEG, bo odjelismy AGC.

Ustawmy poidetko w pewnym punkcie P taki, ktory taczymy odcinkami z wierzchotkami pigciokata A, B, C, D i E. Niech
odlegtosci P od poszczegdlnych bokow wynosza hy, h,, hs, hs, hs, bok pieciokata wynosi a, a pole taki S. Jest ono suma p6l
trojkatow APB, BPC, CPD, DPE i EPA i wynosi (Y4ah; + Ysah, + Yahs + Ysah, + Yaahs = Ya(h,+.. .hs). Jest to wielko$¢ stata,
zatem kazdy punkt wewngtrzny pigciokata ma zadana wlasnos$¢. Zadanie moze byc¢ tez w wersji 3D np. dla czworoscianu lub
dwunastoécianu foremnego (albo rombowego) — bez znaczenia. Rozwiazanie jest analogiczne.

Niech v to maksymalna predkos¢ biegu, a t — czas, w jakim Benson przebiegt trzecia cze$¢ dystansu. Wykres predkosci w
zaleznosci od czasu ogranicza trojkat oraz prostokat. Droga, to pole pod wykresem. Stad otrzymujemy rownania: vt/2 =
100/3 oraz v(8-t) = 2/3 - 100. Podstawiajac I do 11, otrzymujemy 8v="/ - 100, co daje v=""/3 ~16,7 m/s~60 km/h.

Mozna pokazaé, ze (8% + d%)(b? + ¢) = 1517, a to jest iloczyn dwoch liczb pierwszych 37 i 41, ktére maja jednoznaczny
rozktad na sumy dwoch kwadratow liczb naturalnych: 37 = 12 = 6, 41 = 4° + 5%, Stad odpowiedz: a+b+c+d = 16.

Osia symetrii moze by¢ albo prosta zawierajaca bok trojkata albo symetralna boku trojkata. Dla kazdego przypadku mozna
wskazaé jeden punkt D. Stad odpowiedz 6.

Nalezy pokazaé, ze k < 8, wstawiajac za a liczbe 1. Nalezy wykazaé, ze a* + 8 > 8a dla kazdej liczby rzeczywistej a (na
przyktad korzystajac z nierdwnosci migdzy Srednimi: arytmetyczng i geometryczna). Odpowiedz 8.

Kolorujemy 1i V wiersz szachownicy na czarno, pozostate sa biate. Po wykonaniu dowolnej operacji reszta z dzielenia przez
3 sumy liczb z biatych pdl nie zmienia si¢ (w przypadku a. suma wzrasta o 6 lub 9, a w przypadku b. — 0 12). Wystarczy
zatem na poczatku wpisa¢ w biale pola liczby, ktoérych suma nie dzieli si¢ przez 3, i nie bedzie mozliwosci zaj$cia warunku
zadania.

Nie musi. Rozwazmy dowolny trojkat ostrokatny ABS o kacie 60° przy wierzchotku S. Niech punkt C bedzie symetryczny do
A wzgledem SB, a D symetryczny do B wzgledem SC, E symetryczny do C wzgledem SD, a F symetryczny do D wzglgdem
SE. Szesciokat ABCDEF spetnia warunki zadania.

Tak. Zauwazmy, ze jezeli na stosach begda po 3 zetony, to mozemy je zabra¢ po dwoch ruchach. Niech (n, k) oznacza taki
stan, Ze na pierwszym stosie znajduje sie n zetondw, a na drugim k. Przez [a, b] oznaczmy ruch polegajacy na zabraniu a
ZetonOw z pierwszego i b zetondw z drugiego stosu (liczba -1 oznacza dotozenie zetonu). Jezeli n>k, to ruchami [2, -1]
mozemy otrzymac stan (p, q) taki, ze p=q lub |[p—¢g| = L oraz p, q > 5. Jezeli p i q nie sa rowne, ruchem [1, 2] lub [2, 1]
otrzymujemy taka sama, rowna o najmniej 3, liczbg zetonow na stosach. Analogicznie postepujemy, jesli n<k. Jezeli mamy
stan (r, r) dla r > 3, to dwoma ruchami [2, -1] i [-1, 2] otrzymujemy stan (»—1, »—1), zatem po wielokrotnym zastosowaniu
tej procedury mozemy doprowadzi¢ do stanu (3, 3).

Niech wysokosci, to AD, BE i CF oraz AD rozdziela $rodki odcinkow BE i CF (przynajmniej jedna wysoko$¢ ma te
wilasnoé¢). Wtedy $rodek AD lezy na linii $rodkowe;j trojkata ABC. Jesli kat A jest ostry, to E i F leza na bokach trojkata,
zatem $rodki BE i CF leza ponizej linii $rodkowej po roznych stronach AD, a wigc nie na jednej prostej. Analogicznie gdy
kat A jest rozwarty, to srodki dwoch wysokosci leza powyzej linii srodkowej. Trzeba jeszcze pokazac, ze dla kata prostego
jest dobrze.
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14. Mozna skorzysta¢ ze wzoru x*—y® = (x—y)(x*+ xy + y®) i z faktu, ze 218 =2 - 109, a 109 jest pierwsza. Nalezy rozpatrzy¢
sytuacje gdy x—y = 1, x—y = 2 oraz x—y = 109 i rozwiaza¢ odpowiednie rownania kwadratowe. Odp. X =7,y = 5.




