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Dwaj sasiedzi kosili swoje trawniki, kazdy taka sama kosiarka ale z wtasna stala predko$cia. Obaj na
skoszenie trawnika poswigcili tyle samo czasu. Gdyby zamienili si¢ trawnikami, to jeden z nich kositby
trawnik sasiada 32 minuty, a drugi — 50 minut. Ile minut kosili wtasne trawniki?

Najdtuzszy odcinek taczacy $rodek krawedzi szedcianu z jednym z jego wierzchotkéw ma dhugosc 12
cm. Ile wynosi objgtos¢ tego szeScianu?

Wewnatrz kwadratu o boku 10 wybrano 101 punktow. Udowodnij, ze pewne dwa z tych punktow sa
odlegte o mniej niz */5.

Pokaz, ze jezeli czworokat ma dwie osie symetrii, to jest rombem lub prostokatem.
Rozwigz rownanie X* + 843 = x* -y + 2019 w parach liczb naturalnych.

Rozwiaz algebraf TRZYZERO : ZERO = ZER O. Kazda litera oznacza pewna cyfre, przy czym
roznym literom odpowiadaja rozne cyfry i na odwrot.

Trojkat ABC jest prostokatny i ma przyprostokatne AC i BC o dtugos$ciach odpowiednio 5 cm oraz 12
cm. Oblicz odleglo$¢ srodkow okrggdw wpisanego w ten trdjkat i opisanego na tym trojkacie.

Na tablicy napisano 100 jedynek. W pojedynczym ruchu mozemy wybraé¢ dwie liczby aktualnie
napisane na tablicy, powiedzmy a i b, zmazac¢ je, a zamiast nich napisa¢ iloraz iloczynu i sumy tych
liczb. Wykonujemy dozwolone ruchy tak dtugo, az na tablicy pozostanie jedna liczba. Jaka?

Niech k=3 +33 + 333 + .... + 33...33 (w ostatnim sktadniku jest 2019 trojek). lle wynosi suma cyfr
liczby k?

Liczbg catkowita dodatnia nazywamy dwupierwsza, gdy w jej rozktadzie na czynniki pierwsze
wystepuja dwie rézne liczby pierwsze (przy czym kazda z nich moze wystepowac wielokrotnie). Znajdz
liczby dwupierwsze, ktorych suma dzielnikow witasciwych wynosi 16.
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Sasiedzi, koszac wlasne dziatki, pokonali w tym samym czasie t odpowiednio drogi S; i S, z

predkosciami vq = Tl vy = TZ . Po zamianie dzialek poruszali si¢ z tymi samymi predko$ciami i

pokonali odpowiednio drogi s; = ST2.32 is;= %-50 . Z tego uktadu réwnan otrzymujemy t* = 32.50,
skad t = 40 min.

Jesli dlugos¢ krawedzi szescianu oznaczymy przez a, to twierdzenie Pitagorasa zapisane dla trojkata
prostokatnego, w ktorym jedna z przyprostokatnych jest potowa krawedzi szescianu, druga jest
przekatna $ciany szescianu, a przeciwprostokatna jest opisanym w zadaniu odcinkiem dtugosci 12 daje
9/4 a% = 122, co oznacza, ze a = 4, zatem objgtos¢ szeScianu wynosi 64.

Kwadrat dzielimy na 100 mniejszych o boku 1. Z zasady szufladkowej istnieje kwadracik, w ktorym
znajduja si¢ co najmniej dwa punkty. Najbardziej odlegle punkty kwadratu jednostkowego to
przeciwlegte wierzchotki w odlegtosci V2 <1,5.

. A. Jesli o§ symetrii czworokata przechodzi przez wierzchotek, to zawiera jego przekatna (w
przeciwnym razie przeciwlegly wierzchotek nalezatby do figury wraz ze swoim obrazem ré6znym od
niego samego 1 mieliby$Smy co najmniej pigciokat). OS ta (bgdaca przekatna) musi by¢ prostopadia do
drugiej przekatnej i potowi¢ ja (w przeciwnym razie wierzcholki z drugiej przekatnej nalezatby do
figury wraz ze swoimi obrazami r6znymi od nich samych 1 mieliby$Smy co najmniej sze$ciokat). Zatem
czworokat ten jest deltoidem.

B. Jezeli 0§ symetrii czworokata nie przechodzi przez zaden wierzchotek, to musi by¢ symetralng
jednego z bokéw (w przeciwnym razie bytby to co najmniej szeSciokat), a jednoczesnie musi by¢
symetralna boku przeciwleglego (w przeciwnym razie bylby to co najmniej szesciokat). Zatem ten
czworokat ma parg bokoéw rownolegltych, tzn. jest trapezem) i to rownoramiennym (bo ma o$ symetrii
przechodzaca przez podstawy).

Rozwazamy teraz jednoczesnie obie osie symetrii. Jesli jedna jest symetralna boku, a druga zawiera
przekatna, to CzZworokat jest trapezem rownoramiennym i deltoidem, wiec jest kwadratem (czyli i
rombem, i prostokatem). Jesli obie osie zawieraja przekatne, to czworokat jest rombem, a jezeli obie sa
symetralnymi bokow, to jest prostokatem.

Przeksztalcamy réwnanie do postaci X' x*y*=1176, a po roztozeniu obu stron na czynniki mamy X2 (X—
y) (x+y) = 2*372. Dzielniki prawej strony, ktore sa kwadratami, to 1, 4, 49 i 196, zatem x moze by¢
réwne 1, 2, 7 lub 14. Podstawiajac kolejno do roéwnania, otrzymujemy X=7 (w pozostatych przypadkach

roOwnanie jest sprzeczne lub Y nie jest naturalne). Jedyna para liczb naturalnych spetniajacych réwnanie
to (7, 5).

Rownowazniemamy ZERO - ZERO = TRZY ZER O. Liczba O ma t¢ wlasnos¢, ze jej kwadrat
tez ma w rzedzie jednosci O. Stad O € {0, 1, 5, 6}. Liczby 10R+O oraz (10R+0)? daja te same reszty z
dzielenia przez 100 (bo maja jednakowe dwucyfrowe koncowki), wige ich réznica (10R+O)? — 10RO
= 100R*+20RO—10R+0’-0O jest podzielna przez 100.

A. Gdy O € {0, 1}, to r6znice 100R°~10R lub 100R?*+10R koncza sic dwoma zerami, co daje w obu
przypadkach R = 0. Z jednoznacznosci przyporzadkowania wyklucza to przypadek O = 0.

B. Gdy O = 6, to réznica 100R*+110R+30 konczy si¢ dwoma zerami, co daje R = 7.

C. Gdy O =5, to roznica 100R*+90R+20 konczy si¢ dwoma zerami, skad 9R konczy signa 8 i R = 2,
Mamy zatem mozliwe koncowki RO e {01, 25, 76}.

Zauwazmy, ze liczba (100E+10R+0)? — (1L00E+10R+O) jest podzielna przez 1000. Gdy RO = 01, to E
=0, a to przeczy jednoznacznosci przyporzadkowania. Gdy RO = 25, t0 E =6, agdy RO =76, to E = 3.
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Mamy zatem mozliwosci ERO e {625, 376}.

Teraz patrzac na podzielnos¢ ZERO?~ZERO przez10000, widzimy, ze gdy ERO = 625, to Z = 0, ale
zapis dziesigtny liczby nie moze zaczynac sie od zera; a gdy ERO = 376, to Z = 9. Podnoszac do
kwadratu liczbe 9376, otrzymujemy TRZYZERO = 87909376, co oznacza, ze T=8, Y=0 i jest to jedyne
rozwiazanie.

Srodek okregu opisanego na trojkacie oznaczmy O, a wpisanego w trojkat W. Punkt O lezy w potowie
przeciwprostokatnej (wymagamy uzasadniania, inaczej -2 pkt), ktora ma dtugos¢ 13. Promien okrggu
wpisanego mozemy obliczy¢, poroéwnujac pola trojkata ABC: 72-5-12 = Y4r(5+12+13) — za brak
uzasadnienia, odjac 2 pkt. Czyli r=2. Niech K oznacza punkt styczno$ci okrggu wpisanego do
przeciwprostokatnej AB, a L — do krotszej przyprostokatnej AC. Wowczas |AK| = |AL| = [AC|—r = 3.
Mamy wiec |OK| = |[40| — |4K| = 6,5 — 3 = 3,5. Mamy |WO[? = |WK|? + |OK|? = 4+*/,= %/, stad
|WO| = V65/2.

W pojedynczym ruchu nie zmienia si¢ suma odwrotnosci wszystkich liczb z tablicy, bo
1 _a+b 1

ab:(a+h) ab b
odwrotno$cia musi by¢ 100, czyli ta liczba to 0,01.

+§ Na poczatku suma odwrotnosci wynosi 100. Kiedy zostanie jedna liczba jej

Zauwazmy, ze k= 1/3 (10— 1+ 100 — 1 + 1000 — 1 + ... + 10®® — 1) =1/3 (111...1110 — 2019)
odjemna ma 2019 jedynek = 1/3 (111..11109091) tu jest 2015 jedynek = 370370...370369697 tu 370
jest powtorzone 671 razy. Zatem suma cyfr liczby k wynosi 671 -10+3+6+9+6+9 + 7 = 6740.

Liczba dwupierwsza jest postaci n = p'q’ dla pewnych liczb pierwszych p # q oraz i, j > 1. Jezelii, j> 2,
to suma dzielnikow wiasciwych n jest rowna co najmnie;j 142+3+2°+3? > 16, stad n = pq.

A. Jesli j =1, to suma dzielnikow wiasciwych n jest rowna 1+p+q = 16, stad p+q = 15, wigc jeden
sktadnik wynosi 2 (suma liczb nieparzystych bytaby parzysta) i n = 2-:13 = 26.

B. Jesli j > 2, to suma dzielnikow wtasciwych n jest rowna co najmniej 1+p+q +pq +q codlag>3
Wynosi co najmniej 1+2+3+2 - 3+3% > 16. Zatem q = 2 i n = 2)p oraz 16 = 1+2+ - +21+p+2p+ +2p =
[argumentacja artymetyczna, uzycie wzoru na ciag geometryczny powinno by¢ uzasadnione lub
proponuje odja¢ 2 punkty za zastosowanie gotowego wzoru] = 2" 14p(2-1) = 2-(2-1)+ p(2-1) +1 =
(2-1) (2+p) +1 =. Stad 15 = (2-1) (2+p) = (4-1)-5, czyli p=3,j = 2in=2%- 3 = 12. Jedynymi
rozwiazaniami sa 26 i 12,
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Sposrod liczb 1, 2, 3,4, 5,6,7, 8,9, 10 Antek wybrat niektore i policzyt ich iloczyn A oraz iloczyn pozostatych
liczb B. Okazalo sie, ze iloraz A i B jest liczba catkowita. Jaka jest jego najmniejsza mozliwa warto$¢?
Rozw. Iloczyn liczb naturalnych od 1 do 10 jest rowny 2° - 3* - 52 - 7. Aby iloraz byt catkowity, wyktadnik
kazdej liczby pierwszej umieszczonej w liczniku powinien by¢ nie mniejszy niz w mianowniku, a uzyskany
wynik bedzie tym mniejszy, im mniejsza bedzie r6znica miedzy tymi wyktadnikami (chcemy uczyni¢ licznik i
mianownik bliskimi sobie nawzajem, czyli iloraz bliskim 1). Tylko jeden wyktadnik jest nieparzysty, pozostate
7.2*.3%.5

2*.3%.5
W trapezie ABCD, gdzie AB||CD, przekatne przecinaja si¢ w punkcie O i sa nachylone do podstaw pod katem
60°. Wykaz, ze $rodki odcinkow OA, BC i OD sa wierzchotkami trojkata rownobocznego.
Trapez spetniajacy warunki zadania jest rtOwnoramienny (brak uzasadnienia — 2 pkt). Niech R, S, T beda
srodkami odcinkow odpowiednio OA, BC i OD i ramig trapezu ma dtugos¢ c. RT taczy $rodki bokéw trojkata
AOD, wiec |RT| = “/,. Tréjkat BCT jest prostokatny (bo OCD jest réwnoboczny), wiec punkt S (jako $rodek
przeciwprostokatnej) jest srodkiem okregu opisanego na tym trojkacie. Stad |TS| = |CS| = |BS| = “/,. Podobnie

uzasadniamy, ze |SR| = /5. Zatem trojkat RST jest rownoboczny.
D

mozna rozdzieli¢ po rowno. Jako najmniejsza wartos¢ ilorazu uzyskamy wowczas 7 =




