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DOLNOSLASKIE MECZE MATEMATYCZNE
EDYCJA XVII - ROK SZKOLNY 2017/2018

LICEA - RUNDA POLFINALOWA
MECZ |

Iloczyn 3 liczb pierwszych rowna sig potrojonej sumie tych liczb. Co to za liczby?

Przez w oznaczmy liczbg wierzchotkéw graniastostupa, przez k — liczbg jego krawedzi,
aprzez s - Scian. Jakie sa mozliwe wartosci liczby w+k+s ?

Na stole lezy 2018 patyczkéw. Dwie osoby graja w Patyczaka: zabieraja naprzemian ze
stotu 1, 2, 3, ..., 9, 10 lub 11 patyczkow. Wygrywa ten, kto wezmie ostatni patyczek. Czy
ktorys z graczy ma strategiec wygrywajaca?

Jak konstrukcyjnie podzieli¢ dane koto z zaznaczonym $rodkiem na 9 czgsci o rownych
polach?

Jaka jest najmniejsza wielokrotnos$¢ czworki, suma cyfr ktorej wynosi 20187

Podaj wszystkie liczby naturalne o tej wtasnosci, ze powigkszone o 1 dziela si¢ przez 2,
powigkszone o 2 dziela si¢ przez 3, a powigkszone o 3 dziela sig przez 4.

Dowiedz, ze w dowolnym pigciokacie wypuktym istnieja trzy przekatne, z ktorych mozna
zbudowac trojkat.

Sposrod 27 kulek tej samej wielkosci 1 barwy jedna jest lzejsza od pozostatych.
Udowodnij, ze dwukrotne uzycie wagi szalkowej moze nie wystarczy¢ do wykrycia
falszywej kuli.

Czy prawdziwa jest nierdwno$¢ 100%°* > 99'%.1011% 7

Na przyjecie sylwestrowe u pani 1 pana K. przyszty kolejno trzy matzenskie pary.
Niektore osoby podawaty sobie na powitanie rece. O 232 wszyscy z wyjatkiem pana K.,
ktory zszedt akurat do piwnicy, podali liczbg usciskow dtoni, ktoére wymienili. Kazdy
podat inng liczbg! Z iloma osobami witat si¢ pan K.?
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Oznaczmy te liczby przez a, b i c. Mamy: abc = 3(a+b+c), czyli lewa strona dzieli si¢ przez 3. Jest to
mozliwe (z pierwszos$ci @, b i ¢), tylko jesli jedna z tych liczb to 3. Pozostate dwie liczby oznaczmy przez
kil Ma zachodzi¢: Kkl = k+1+3, skad k = (1+3)/(1-1) = 1 + 4/(1-1). Analogicznie | =1 + 4/(k-1). Zatem
liczby k-1 i 1-1 sg dzielnikami czworki, czyli k, 1e{-3, -1, 0, 2, 3, 5}. k, | > 2 i sa r6zne od 3 (w zadaniu
mamy 3 liczby pierwsze), wigc sprawdzamy k = 2 i 5, co daje odpowiednio | = 5 i 2. Szukane liczby to
zatem 2, 3 1 5. Samo podanie tych liczb jako spetniajacych zadanie daje 0 punktow.

Jesli przez p oznaczymy liczbe wierzchotkéw podstawy graniastostupa (p jest dowolna liczba naturalng >3),
to w=2p, k=3p i $=p+2, zatem w+k+s = 6p+2 moze by¢ kazda liczba tej postaci dla p naturalnych >3.
Za brak uzasadnienia, ze kazda liczba tej postaci jest dobra, odejmujemy 3 punkty.

Zeby mie¢ pewna wygrana, trzeba przed swoim ostatnim ruchem zasta¢ na stole 1, 2, 3, ... lub 11
patyczkow. Aby zmusi¢ przeciwnika do wytworzenia takiej sytuacji, w przedostatnim swoim ruchu trzeba
pozostawi¢ na stole 12 patyczkow. Analogicznie, zeby dato si¢ to zrobi¢, musimy przed tym ruchem zasta¢
na stole 13, 14, 15, ... lub 23 patyczki, co z kolei mozemy sobie zapewni¢ przez pozostawienie w
poprzednim ruchu na stole 24 patyczkéw. Powtarzajac to rozumowanie (dodajac 12), dojdziemy do
wniosku, ze aby zapewnié¢ sobie wygrana, musimy w pewnym ruchu zostawi¢ na stole 2016 patyczkow. Jest
to mozliwe, jesli zaczynamy gre. Strategic wygrywajaca ma wigc gracz rozpoczynajacy.

Oto jedna z mozliwych konstrukcji: wykorzystujac twierdzenie Talesa, znajdujemy odcinek 3 razy krétszy
od promienia danego kota, nastgpnie wykreslamy koncentryczne koto o takim promieniu. Ma ono pole
rowne dziewiatej czgsci duzego kota. Pozostaty pierScien mozna nastepnie podzieli¢ na 8 przystajacych
czgsci prowadzac promienie duzego kota co 45° (konstrukcja kata prostego i dwusiecznej).

Wowczas kazda z tych czesci ma rowniez pole rowne 1/9 pola kota. Mozna tez w dane koto

wpisa¢ 5 przystajacych kot — patrz rysunek — lub konstruowa¢ odpowiednie koncentryczne

pierscienie.

Liczba ta musi mie¢ co najmniej 225 cyfr, bo liczby 224-cyfrowe maja sumy cyfr rOwne najwyzej 224-9 =
= 2016. Jesli szukana liczba ma 225 cyfr, to aby suma cyfr si¢ zgadzata, pierwsza cyfra musi by¢ co
najmniej dwdjka (2018=224-9+2), ale wowczas ostatnia cyfra bytoby 9, wigc nie dzielitaby sig¢ przez 4. Dla
trojki jako pierwszej cyfry wsrod pozostatych cyfr musiatoby by¢ 223 dziewiatek i jedna 6semka, czyli tez
nie datoby si¢ uzyskac podzielnosci przez 4. Jesli pierwsza cyfra bedzie 4, to pozostate cyfry to siddemka i
223 dziewiatki lub dwie o6semki i 222 dziewiatki. W pierwszym przypadku zaden uklad nie da
wielokrotnosci czworki, natomiast w drugim jest jedna taka mozliwo$¢ — przy postawieniu obu désemek na
koncu. Szukang liczba jest zatem liczba o 225 cyfrach, z ktdrych pierwsza jest 4, ostatnimi dwiema 6semki,
a pozostatymi dziewiatki.

Kazda liczba postaci 12k+1, gdzie k =0, 1, 2, ... spetnia warunki zadania. Z drugiej strony liczby spetniajace
warunki zadania musza by¢ nieparzyste, dawac reszt¢ 1 przy dzieleniu przez 3 i dawaé resztg 1 przy
dzieleniu przez 4. Sa to wigc liczby, ktore po odjeciu jedynki daja liczby podzielne jednoczesnie przez 3 i
przez 4, czyli liczby postaci 12k+1 dlak =0, 1, 2, ... Zatem wszystkie liczby spelniajace warunki zadania to
wszystkie liczby tej postaci. Jesli brak uzasadnienia, ze wszystkie liczby szukane w zadaniu sa postaci
12k+1, mozna przyzna¢ najwyzej 4 punkty.

Wybierzmy najdtuzsza z przekatnych i te dwie, ktore maja z nia wspdlne konce. Da si¢ z nich zbudowaé
trojkat, poniewaz dwie krotsze z tych przekatnych przecinaja sig, wigc suma ich dtugosci na pewno
przekracza dlugos¢ trzeciej (bo warunek trojkata spetniaja juz ich czgsci).

Aby wazenie miato sens, na obie szalki musimy potozy¢ tyle samo kulek. Jesli w pierwszym wazeniu
potozymy na szalki po 1 kuli, moze si¢ okaza¢, ze lzejsza znajduje si¢ posrod pozostatych 25. Jesli
potozymy po 2, 1zejsza moze by posrdd pozostalych 23 itd. Jesli na szalki potozymy po 9 kulek, 1zejsza
moze by¢ wsrod pozostatych 9. Jesli na szalki potozymy po 10 kul, to moze si¢ okaza¢, ze 1zejsza jest w
ktérej$ z tych dziesiatek, analogicznie przy wazeniu 22, 24, 26 i 28 kulek — 1zejsza moze by¢ wsrdéd 11, 12,
13 lub 14 kul z jednej szalki. Zawsze wiemy wiec tylko, ze 1zejsza kulka znajduje sie posrod co najmniej 9
kul, o ktéorych nie wiemy nic wigcej. Podobnie po drugim wazeniu na pewno bedziemy w stanie
umiejscowi¢ 1zejsza kulke jedynie posrod pewnych 3 kulek, czyli moze nie uda¢ si¢ nam jej wykry¢.
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99-101 100 99-101 9999 9999

obliczajac setna potege przez wymnozenie 100 wyrazen w nawiasie, otrzymamy sumg, ktorej sktadniki

5 \100 5 \100 100
. r . 100 101 100 1 100 Lo
Mamy nieré6wno$¢ rownowazna: >— =1 >1+——, poniewaz

biora si¢ z wymnozenia odpowiedniej liczby (w sumie stu) jedynek i ulamkow ﬁ; jeden z tych

, a pozostale dodatnie. Dalej mamy & > 1

sktadnikow bedzie jedynka, 100 bedzie rownych —_
feow bedzie Jedymia, 17U bedzle TOWIYER 5999 9999 ~ 100

dowodzi prawdziwo$ci podanej nierownosci.

Kazdy moégt wymieni¢ maksymalnie 6 usciskow (nie witat si¢ ze soba ani swoim wspotmatzonkiem), wige
jesli siedem oséb podato rézne liczby, to byly to 0, 1, 2, 3, 4, 51 6. Poniewaz osoba, ktéra wymienita 6
usciskow, przywitata si¢ ze wszystkimi mozliwymi osobami, osoba ,,0”, musi by¢ jej wspoimatzonek.
Osoba z piatka nie podata r¢ki osobie z zerem ani swojemu wspotmatzonkowi, wige podata rekg wszystkim
pozostatym. Zatem jedynka moze by¢ tylko jej wspdtmatzonek. Osoba ,,4” nie podata reki zeru, jedynce ani
swojemu wspotmatzonkowi (ktory nie jest zerem ani jedynka), wigc podata reke wszystkim pozostatym,
ktérym wobec tego policzylismy juz 3 usciski dloni (z szostka, piatka i czworka), wigc wspoimatzonkiem
czworki jest dwojka. Dwie pozostale matzenstwo to malzenstwo, ona i on wymienili wigc po 3 usciski, co
oznacza, ze jedna z nich jest pan K. (tr6jka wystepuje dwa razy).
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Czy 2017 da si¢ zapisa¢ jako suma co najmniej 3 kolejnych liczb catkowitych
nieujemnych?

Dwa jednakowe czworokaty wypukle rozcigto wzdhuz przekatnej: pierwszy z nich wzdtuz
jednej, a drugi — wzdhuz drugiej. Czy z otrzymanych czesci zawsze mozna ztozy¢
réwnolegtobok?

W tym sezonie wiosennym najmodniejsze sa balwany opisane wylansowana
wilasnie linig trapezu (patrz rysunek). Znajdz wymiary modnisia o wzroscie 1,40m
(bez kapelusza), w ktérym na najwigksza kulg zuzyto 64 razy wigcej $Sniegu niz na
najmniejsza.

Szeécian podzielono na 6 przystajacych ostrostupéw o podstawach bedacych $cianami
tego sze$cianu 1 wspOlnym wierzchotku w $rodku symetrii szescianu. Nastgpnie
ostrostupy te naklejono podstawami na §ciany szeScianu przystajacego do wyjsciowego.
Ile §cian ma otrzymana bryta?

Po torze wyscigowym w ksztatcie okrggu o promieniu 80 cm poruszaja si¢ dwie mrowki —
— Andzia i1 Bob. Jezeli kierunki ich ruchéw sa zgodne, to Andzia wyprzedza Boba co
minute. Jesli sa przeciwne, to mrowki mijaja si¢ co 24s. Z jaka predkoscia porusza si¢
Bob?

Liczbg X mozna zapisa¢ W systemie 6semkowym jako utamek z pigcioma miejscami po
przecinku. Co mozna powiedzie¢ o zapisie dziesigtnym liczby x?

Rozwiaz rownanie (v3-1)* =2(+2 +1)* -1 w liczbach rzeczywistych.

Widzowie sztuki ,,Matpa w kapieli” w Teatrze Smiatym zajeli miejsca od 1 do 1001
i kazdy z nich mial z szatni numerek tez od 1 do 1001. Udowodnij, ze jest na sali
przynajmniej jeden widz, dla ktérego suma numeru miejsca, na ktérym siedzi, i numerka z
szatni jest parzysta.

Funkcja f:R—R spehia dla wszystkich x warunek f(x+1)+ f(x—1) = f (x)+/2 . Uzasadnij,
ze T jest okresowa.

Na przedziale (0, =] okreslono funkcj¢ ciagla f, taka ze dla kazdego xe(0,1) f(x)=f(n).
Udowodnij, ze istnieja takie X, y odlegle o 1, ze f(X)=f(y).
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Gdyby tak si¢ dato, mielibysmy 2017 =Kk + (k+1) + (k+2) + ... + (k+l) dla pewnych catkowitych k>0, |>
2. Taka suma (jako suma I+1 wyrazow ciagu arytmetycznego o pierwszym wyrazie K i roznicy 1) wynosi
(2k+)(1+1)/2. Mamy wigc réwnanie (2k+l)(1+1) = 2.2017. Jednak 2017 jest liczba pierwsza (za brak
uzasadnienia tego faktu odejmujemy 3 punkty, do sprawdzenia wystarczy stwierdzi¢ niepodzielno$¢ przez
kolejne liczby pierwsze do 43, bo V2017 <45), wigc po lewej stronie musimy mieé¢ czynniki 2 i 2017
(uwzgledniajac ograniczenia na K i I). Dwojka moze by¢ tylko czynnik 2k+l (drugi wynosi co najmniej 3),
wiegc z drugiego czynnika 1=2016, co przy 2k+I=2 jest niemozliwe.

Trojkaty powstate z podziatu czworokata ABCD przekatna BD przesuwamy rownolegle, aby wierzchotki A i
C pokryty sie (nie wykonujemy zadnego obrotu). Przeciwlegle boki sa teraz rowne (przekatna BD) i
rownolegle, a pozostate ‘dziury’ mozna zapethié trojkatami z drugiego podziatlu (w obu wypadkach
zgadzaja sie boki i katy miedzy nimi, wiec pasujacy trojkat jest jeden). Otrzymujemy czworokat z dwiema
parami rownych bokéw (kazda para réwna innej przekatnej czworokata). To musi by¢ rownoleglobok. Za
uzasadnienie tylko dla szczegolnych przypadkow przyznajemy dajemy do 2-3 pkt.

Za wymiary batwana sensownie jest przyja¢ promienie sktadajacych si¢ na niego kul. Gorna jest podobna do

dolnej w skali 1:4 (pierwiastek szeScienny ze stosunku objetosci lub mas). Niech A, B i C to punkty

stycznosci kolejnych kot, a O, P i Q — ich $rodki. Oznaczajac OA przez r, mamy QC=4r. Wzrost batwana

(réwny 20A+2PB+2QC) daje PB=70-5r. Podobienstwo trojkatow AOH, BPH i CQH daje (h=0OH) zwiazki

h+2r +2(70-5r) + 4r h+2r+70-5r 70-5r 140-8r
=4 o0raz =

h+r h+r

2
h= 35r el Przyrownujac te wartoéci, otrzymujemy réwnanie 3r®—100r+700=0, czyli re {10,7—30} .Dlar=10
~3r

wymiary batwana to 10, 20 i 40 cm, a r=70/3 jest niemozliwe, bo daje ujemny promien srodkowej kuli.

. Z pierwszego réwnania h= , @ z drugiego

W kazdym ostrostupie jego goérny wierzchotek, $§rodek podstawy i $rodek krawedzi podstawy sa
wierzchotkami trojkata prostokatnego rownoramiennego. Zatem odcinki taczace goérne wierzchotki
naklejanych ostrostupéw ze srodkami krawedzi sze$cianu tworza z odpowiednimi $cianami sze$cianu kat
45°. Dwa takie odcinki poprowadzone do tej samej krawgdzi leza zatem na jednej prostej. Stad wniosek, ze
kazda krawedz sze$cianu nalezy do jednej $ciany otrzymanej bryly. Jest ich wigc 12 (i sa przystajacymi
rombami).

Szukang predko$¢ w cm/s oznaczmy przez Vg, a predkosé Andzi przez va. W ciagu minuty Bob pokonuje
wigc 60V centymetréw, a Andzia o 160w cm wiecej. Stad rownanie: 60vg + 160m = 60v,. Analogicznie przy
ruchach w  przeciwnych  kierunkach  160nr =  24(va+ Vvg). Mamy  wiec  uklad
{SVA -3vg =4n {3VA =3vp =8r

, skad po odjeciu pierwszego rdéwnania stronami od drugiego i
3V, +3vg =107 |3v, +3vy =207 0 PO O P g gice

podzieleniu obu stron przez 6 otrzymujemy odpowiedz: 27t cm/s.
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Liczba x jest utamkiem, czyli ma 0 przed przecinkiem. W systemie 6semkowym kolejne miejsca po
przecinku oznaczaja czesci: 1/8, 1/64, 1/8* itd. Skoro rozwinigcie 6semkowe x ma 5 cyfr, to liczba ta wynosi
L/8°, gdzie licznik L ma warto$¢ naturalna. A to jest L/2", co po rozszerzeniu utamka przez 5%° mozna
zapisa¢ jako K/10". To oznacza, ze w systemie dziesietnym x ma po przecinku nie wiecej niz 15 cyfr. Za
odpowiedz 15 odejmujemy 4 pkt (cyfr moze by¢ mniej, bo nie znamy wartosci L i licznik moze si¢ z
mianownikiem poskracac).

Widaé, ze 0 spelnia réwnanie (obie strony przyjmuja warto$¢ 1). Lewa strona jest funkcja malejaca
(wyktadnicza o podstawie € (0,1)), a prawa rosnaca (rosnaca funkcja wyktadnicza pomnozona przez stalq i
pomniejszona o stala), zatem dla x>0 prawa strona bedzie wigksza od 1, a lewa mniejsza, a dla x<O
odwrotnie, czyli w obu przypadkach roéwnanie nie ma pierwiastkow. Jedynym pierwiastkiem jest wige 0. Za
samo stwierdzenie, ze 0 spetnia rownanie, bez uzasadnienia, ze nie ma innych pierwiastkow, przyznajemy 1

pkt.

Mamy 1001 sum i daja one po zsumowaniu 2-(14+2+...4+1001), czyli liczbg parzysta. Gdyby wszystkie
obliczone sumy byly nieparzyste, 2-(1+2+...+1001) byloby suma nieparzystej (1001) liczby liczb
nieparzystych, wigc nie bytoby parzyste, zatem przynajmniej jeden widz otrzymat parzysta sume.

Pomnézmy  obie strony  rownosci danej w  zadaniu przez V2. Otrzymamy
f(x+1)\/§+ f(x—l)\/E:Zf(x), co dalej z warunku na funkcj¢ f zastosowanego do x+1 i x-1 daje
C()+F(x+2) F€(x—2)+ f(x) =2f(x), skad f(x+2)+f(x—2)=0. ROwnos¢ ta zachodzi dla
wszystkich x, mamy wiec tez (dla x+4) f(x+6)+ f(x+2)=0. Z obu ostatnich rownosci wynika, ze dla
kazdego x zachodzi f(x+6) = f(x—2), czyli f jest funkcja okresowa o okresie 8.

Poniewaz f jest ciagla, w zbiorze (1, m] istnieja p i q, takie ze f przyjmuje w p swoja najwigksza, a w  —
najmniejsza wartos$¢. Jesli na (1, ] okre§limy funkcje g(x)=f(x)—f(x-1), to g(p) >0 i g(q) < 0. Jako rdznica
dwoch funkcji ciagtych g jest funkcja ciagla, wiec przyjmuje wartos¢ 0 w punktach p lub q lub pomiedzy
nimi. g(x)=0 < f(x)= f(x—1), co konczy dowod.
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Przy sprzedazy tony gwozdzi potcalowych uzyskuje si¢ zysk wynoszacy p% ceny zakupu, czyli

q% ceny sprzedazy. lle wynosi %—% ?

2 2
\/1+x +1_\/1+x 1
2X 2X

2 2 '
\/1+x +1+\/1+x 1
2X 2X

Asia i Basia graja w nast¢pujaca gre: na plaszczyznie wybieraja n dowolnych punktéw i na zmiang
dorysowuja jeden punkt, taczac go jednoczesnie z dowolnymi dwoma juz narysowanymi, tak zeby
rysowane linie nie przecinaty si¢ i zeby z kazdego punktu wychodzily najwyzej trzy takie linie.
Udowodnij, ze w pewnym momencie ktoras z dziewczyn nie bedzie mogta wykona¢ ruchu.

Naszkicuj wykres funkcji y= |x-

Czy mozna tak rozmies$ci¢ na plaszczyznie 7 punktéw i nieprzecinajace si¢ odcinki o koncach w
tych punktach, zeby kazdy punkt byl potaczony z dokladnie trzema z szeSciu pozostatych
punktow?

Udowodnij, ze w czworokat wypukly mozna wpisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy okregi
wpisane w dwa trojkaty, na ktore dzieli ten czworokat jego przekatna, maja wspolny punkt.

Dla jakich liczb pierwszychpiq p%+qP jest rowniez liczba pierwsza?
Czy z kazdej liczby naturalnej mozna przez zamiang jednej cyfry otrzymac liczbg pierwsza?

Znajdz granice pierwiastkow wielomianu ax*+bx+c 0 wszystkich wspotczynnikach ujemnych przy
a—0.

Wykaz, ze dla dowolnego a dodatniego \/a+\/a+...+\/£ <+a+1, niezaleznie od tego, ile

pierwiastkow jest po lewej stronie.

Szescian o krawedzi dhugosci 3 podzielono na 27 szeScianéw jednostkowych, a nastgpnie usunigto pewne
sze$cianiki, przepychajac na wylot kostki lezace na $rodku kazdej $ciany wyjsciowego szescianu (rys. A).
Uzyskana w ten sposOb bryle przecieto ptaszczyzna przechodzaca przez $rodki pewnych krawedzi
oryginalnego sze$cianu (rys. B). Jaka figura jest otrzymany przekrdj?

rys. A rys. B
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Oznaczmy przez z ceng zakupu, a przez S ceng sprzedazy. Zysk to S—z i z warunkdéw zadania jest on réwny

p%z = q%s. Mamy wiec: S—z = pz/100 i pz =@s. Z drugiego rownania p = % , skad po podstawieniu S

z
: . : q(l%”) p 11 1 . .
wyznaczonego z pierwszego rOwnania p=——""—=q- (m +1), skad == 0ot czyli szukana ro6znica
z q p
wynosi 0,01.
\/1+2x+x2 _\/12x+x2 [1+x]-]1-x|
y= [x- 2 2 _ k. |1+x‘|/~2+—)|(1~x| - /x~|1+x|*|1*x| , przy x>0. Rozpatrzmy 2 przyp.
\/1+2x+x2 +\/1—2x+x2 B - [1+4 x| +]1-x|
2X 2X 2x

A)jeslix>1, y= /Xiw: /3:1;
1+x—-(1-x) 2%
el _ felee@on 28
B) jesli xe(0,1], y =[x T ~\ 2 X=X

Szukany wykres wyglada jak na rysunku. Za niewykluczenie zera z
dziedziny w trakcie przeksztatcen odejmujemy 3 punkty. Jesli zostato to
powiedziane, ale nie uwzglgdnione przy rysowaniu wykresu, odejmujemy 2 punkty.
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Po kazdym ruchu w wyniku poprowadzenia dwoch potaczen liczba wszystkich mozliwych koncow linii
spada o co najmniej 1 (dorysowany punkt moze by¢ uzyty jako koniec jeszcze tylko jednej linii, a oba
punkty, do ktérych poprowadzono teraz polaczenia, moga by¢ teraz uzyte o jeden raz mniej niz przed tym
ruchem). Dojdziemy wigc w pewnym momencie do sytuacji, gdzie dorysowywany punkt bgdzie mozna
polaczy¢ z mniej niz dwoma istniejacymi punktami, czyli nie bedzie si¢ dato wykona¢ ruchu.

W sposdb opisany w zadaniu nie da si¢ polaczy¢ punktéw zadnymi liniami — z kazdego punktu ma ich
wychodzi¢ po 3, wigc 7-3=21 musiatoby by¢ rowne podwojone;j liczbie potaczen (kazde liczymy w ten
sposob dwa razy — przy dwoch jego koncach), czyli liczbie parzyste;j.

trojkaty wpiszmy okregi, punkty styczno$ci oznaczajac jak na rysunku. Srodki ich

tych okregow leza na dwusiecznych odpowiednich katow, wigc zachodza zwiazki: (*) P, @
ASS: ASZ, BSSZ le, DSZZ DS]_, DP3: DPl, BP1: BPz, CP3: CPZ \%% czworokqt C AN N
ABCD da si¢ wpisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy AB+CD = BC+AD. Jest to Ps3 D
rownowazne roéwnosci AS;+BS3;+CP3+DP; = AS,+DS,+BP,+CP,, co po

uwzglednieniu zaleznosci (*) oznacza BS,;+DP; = BP;+DS;. Gdyby jeden z punktow P;, S; lezat dalej od B
niz drugi, odleglosci z jednej strony ostatniej rownosci dawatyby w sumie mniej, a z drugiej wigcej niz BD.
Dla P;=S; réwnos¢ ta oczywiscie zachodzi, wigc dowod jest zakonczony.

Oznaczmy wierzchotki czworokata A, B, C, D. Poprowadzmy przekatng i w powstate B
S2

Gdyby p i g byly jednoczesnie nieparzyste, to ich suma bylaby liczba parzysta wieksza od 2, zatem jedna z
liczb p i @ musi by¢ dwdjka. Oznaczmy druga z tych liczb przez K. Szukamy wiegc liczby pierwszej K, takiej
ze k32K jest tez liczba pierwsza. Podobnie jak poprzednio mozna zauwazy¢, ze k musi by¢ nieparzyste. 2*
daje przy dzieleniu przez 3 resztg 2, a kolejne potegi na zmiang 1i2: 2-(3m+2) = 3(2m+1)+1 i 2-(3m+1) =
3-2m+2. Zatem 2" daje przy dzieleniu przez 3 reszte 2. (Za brak uzasadnienia tego faktu odejmujemy 3
pkty.) Jesli k=3, to k? daje przy dzieleniu przez 3 reszte 1 (bo (3m+1)? = 3(3m*+2m)+1 i podobnie (3m+2)?
= 3(3m*+2m+1)+1). Zatem dla k=3 liczba k*+2" jest podzielna przez 3 i wicksza od 3, wigc nie jest liczba
pierwsza. Jesli k=3, otrzymujemy 17. Zatem liczby p i q to 2 i 3 (w dowolnej kolejno$ci).

Nie. Rozpatrzmy np. liczbe 19!+10. Jest to liczba konczaca si¢ zerem, wigc zmieniajac jakakolwiek inng jej
cyfre otrzymamy liczbe ztozona — podzielng przez 10. Zmieniajac natomiast jej koncowe zero, mozemy
otrzymac liczby 191+11, 191412, ..., 191419, z ktorych pierwsza dzieli sig¢ przez 11, druga przez 12 itd. Sa to
liczby wigksze od 19!, wigc te podzielnosci implikuja ich ztozonos¢, co konczy dowod.
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8. A=b’-4ac — b, wiec wiclomian ma w granicy pierwiastki. Niech x = > Xp=—
a a

Ja > \/b_2 =|b| = -b. Zatem x; to iloraz wyrazenia dazacego do liczby ujemnej przez wyrazenie o warto$ci
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9. Oznaczmy lewa strong, w ktorej wystepuje N pierwiastkow, przez X,. Wowczas x =+a <+a +1, natomiast z

ujemnej dazace do zera, wigc X;—>o0. Natomiast limx, = lim

nierdéwno$ci x, <+va +1 wynika xn+1:,la+xn<\/a+\/§+1<\/a+2\/§+1:|\/§+4:\/§+1,cokoﬁczydow()d.

Korzystamy tu z zasady indukcji matematycznej, ale wystarczy, jesli uczen powie, ze teza jest prawdziwa,
poniewaz zachodzi dla Xy, skad i dla x,, zatem i dla x; itd.

10. Isposob. Dana ptaszczyzna kroi mate kostki w taki sposéb, ze daje w przekrojach albo 6-katy foremne, albo
trojkaty r(’)wnoboczne Po ,,wyjeciu” z przekroju wypchnigtych kostek, otrzymujemy szes$ciokat z wycigta
,»gwiazda 6-ramienng’

L0 &

II sposodb. Z szescianu wycinamy ,.krzyz” ztozony z 7 kostek utozonych w 3 prostopadte prostopadtosciany.
Kazdy z nich przekroj ony dang plaszczyzna daje romb. Po natozeniu trzech takich rombow otrzymujemy
,,gw1aqu 6-ramienng’ PrzekIOJ jest wigc szeSciokatem foremnym bez tej gwiazdy.




