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Adam i Bartek z nudow wymyslili pewna gre. Na kartce zapisali jeden za drugim ciag K minusow.
Grajac, wykonuja ruchy na przemian. W kazdym ruchu gracz moze zmieni¢ jeden lub dwa sasiednie
minusy na plusy. Wygrywa ten, ktéry zmieni ostatni minus. Adam wykonuje ruch jako pierwszy. Jak
powinien gra¢, aby wygrac?

Dany jest réznoramienny trojkat ABC. Na ile sposobow mozna zaznaczy¢ w plaszczyznie tego
trojkata czwarty punkt D tak, zeby figura ztozona z punktéw A, B, C i D miata o$ symetrii?

Basia ma w portfelu 11 zlotéwek oraz troche monet 50-groszowych i 20-groszowych. Srednia
warto$ci jej monet wynosi 52 grosze. Basia policzyta swoje monety w portfelu i wyszlo jej 40. Adas
tez je policzyt 1 twierdzi, ze musiata si¢ pomyli¢. Kto ma racjg?

Pewien wielokat wypukty przecigto wzdtuz prostej. Okazato sig, ze liczby wierzchotkow
otrzymanych czgsci oraz poczatkowego wielokata (wzigte w dowolnej kolejnoscei) to trzy kolejne
liczby naturalne. Co to byl za wielokat?

Jakie jest prawdopodobienstwo zbudowania na trzech losowo wybranych wierzchotkach szescianu
trojkata prostokatnego?

Oblicz sume wspdtezynnikéw wielomianu W(x) = 1 + (4x—1) + (4x-1)? +...+ (4x-1)¥, gdzie keN.
Jaka jest najwigksza mozliwa liczba katow ostrych w wielokacie wypuklym?

Dla jakich warto$ci parametru a rownanie (a’+1)(x*+y®) — 2(a+1)(x+y) + 2(1+2axy) = 0 ma dok}adnie
jeden pierwiastek?

Zbadaj ciagtos¢ funkcji f(x) = xD(x), gdzie D(x) jest funkcja Dirichleta, ktora dla argumentow
niewymiernych przyjmuje warto$¢ 0, a dla wymiernych — warto$¢ 1.

W trdjkacie ABC miary katow wewnetrznych wynosza «, S, y. Jaka najmniejsza warto$¢ moze
przyja¢ wyrazenie COS2 a+C0S2 +C0S2y?
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Jesli k jest nieparzyste, to w pierwszym ruchu Adam powinien skre$li¢ srodkowy minus, a jesli jest parzyste, to dwa
srodkowe minusy. Kazdy nastgpny ruch Adam powinien wykonywac symetrycznie do ruchu przeciwnika wzglgdem
srodka ciagu minusow. Jesli Bartek mogl wykona¢ ruch, to Adam ma réwniez taka mozliwos$¢, wige nigdy nie przegra.
Jesli zbior 4-punktowy ma 0§ symetrii, musi ona przechodzi¢ przez dwa z tych punktow (pozostate dwa leza wzglgdem
niej symetrycznie), albo nie przechodzi¢ przez zaden z tych punktow (punkty parami leza wzgledem niej symetrycznie).
W innym przypadku zbidr musi sktadac si¢ z 5 punktow (na osi lezy 1 lub 3 z nich), albo wszystkie punkty sa
wspotliniowe (na osi leza 4 z nich), ale wtedy A, B, C nie tworza trojkata. Sa trzy mozliwo$ci poprowadzenia osi symetrii
przez dwa punkty (to proste zawierajace kolejne boki trojkata) — trzeci wierzcholek nie lezy na zadnej z nich, wigc odbija
si¢ w kazdej symetrycznie, dajac mozliwy punkt D — oraz trzy mozliwosci poprowadzenia osi symetrii, wzgledem ktorej
kazda para wierzchotkow bedzie juz symetryczna (to symetralne bokow trojkata) — trzeci wierzchotek nie lezy na zadnej z
nich, bo trojkat nie jest rtOwnoramienny, wigc odbija si¢ w kazdej symetrycznie, dajac mozliwy punkt D. Jest zatem 6
mozliwych potozen D, ale tylko wtedy, gdy trojkat ABC nie jest prostokatny. Jesli jest, mozliwych potozen D jest tylko 5,
gdyz te uzyskane w symetrii wzglgdem symetralnych przyprostokatnych, pokrywaja si¢. Za niezauwazenie tego
przypadku odejmujemy 5 pkt.

Niech p i d to liczby monet 50- i 20-groszowych odpowiednio. Liczba monet Basi to 11+p+d. Ich warto$¢ wynosi
zarowno (11+p+d)-52 jak i 1100+50p+20d. Po przyréwnaniu tych wielko$ci otrzymujemy 32p+2d = 528, czyli 16p+d =
264 lub inaczej 11+p+d = 275-15p = 270-15p+5 = 15(18-p)+5. Wida¢, Ze liczba monet w portfelu daje reszte 5 z
dzielenia przez 15, a 40 nie jest taka liczba. Basia Zle policzyta monety

Niech n — liczba wierzchotkdéw wielokata, a n—1 i n-2 to liczby wierzchotkow powstatych czg$ci. Jesli prosta cigcia
przechodzita przez dwa wierzchotki, to (n—2) + (n—1) = n+2, skad n=5. Jesli prosta cigcia przechodzi przez jeden
wierzchotek i przecina jeden z bokow, to (n-2) + (n—1) = n+3, skad n=6. Jesli prosta cigcia nie przechodzi przez
wierzchotki, to (n-2) + (n—1) = n+4, skad n=7. Jesli porzadek nie musi by¢ taki, jak na poczatku ustaliliSmy, to dla
czworokata i prostej przechodzacej przez jego dwa sasiednie boki otrzymujemy podziat na trojkat i pigciokat, zatem n=4
tez spetnia warunki zadania. Dla n=3 i n>4 taki przypadek nie zachodzi.Za pominigcie jednej odpowiedzi przyznajemy 5
pkt, za dwoch 2 pkt, za trzech — 0.

8
Trzy wierzchotki szeScianu mozna wybraé na (3) = 56 sposobow. Trojkaty prostokatne rozpigte na wierzchotkach

szescianu powstaja: rownoramienne — 4 na kazdej ze $cian, czyli razem jest ich 6-4=24 oraz nierdbwnoramienne,
zawierajace krawedz i przekatna sze$cianu — 2 przy kazdej krawedzi, czyli razem jest ich 212 = 24, Zatem
prawdopodobiefistwo wybrania trojkata prostokatnego wynosi 48/56 =6/7.
W(x) jest wielomianem stopnia k, wigc W(X) = ag +asX + ... + ax*, a suma jego wspotczynnikow jest rowna W(1) = 1 +
(41-1) + (41-1)* +...+ (41-1) =1 + 3 + 3% + ... + 3 Obliczajac sumeg k+1 poczatkowych wyrazow ciagu

_nk+l 3k+l -1

1-3 2
Suma katow zewngtrznych wielokata wynosi 360°, wigc co najwyzej 3 sposrdd nich moga by¢ rozwarte, a tym samym co
najwyzej 3 katy wewngtrzne moga by¢ ostre. Za bardziej skomplikowane rozwiazanie odjac 2 pkt.
Réwnowaznie otrzymujemy (a2x*+2axy+y?) + (a?y*+2axy+x°) — 2(ay+y) — 2(ay+x)+ 2 = 0, czyli (ax+y)’— 2(ax+y) + 1 +
(ay+x)*— 2(ay+x) + 1 = 0, czyli dalej (ax+y-1)*+ (ay+x—1)*= 0 Suma liczb nieujemnych jest zerem wtedy i tylko wtedy,
gdy obie sa zerami, czyli ax+y = 1 i x+ay = 1. Ten ukfad réwnan przedstawia dwie proste: y = -ax+1 i y = “/x+'/,. Aby
rozwiazanie byty jedyne (pierwiastkiem byta jedna para liczb), proste nie moga by¢ réwnolegte, czyli musi by¢ a #1 i a#-
1. Za odpowiedz bez uzasadnienia, ze innych mozliwych a nie ma, przyznajemy 2 pkt, za uzasadnienia tylko jednego z
warunkow przyznajemy 4 pkt.
Niech X € R. Rozwazmy ciagi zbiezne do Xo: {w,} liczb wymiernych oraz {u,} liczb niewymiernych. Takie ciagi zawsze
istnieja (uczen powinien uzasadni¢ ten fakt na prosbe jury, jesli tego nie potrafi, odejmujemy 2 pkt). Zachodza woéwczas
warunki: lim f(w,) = lim(w, - D(w,)) = lim(w,)- lim D(w,) = X, -1= X, oraz

n—oo n—o n—o n—o

geometrycznego, otrzymujemy

lim f(u,) = lim(u, -D(u,)) = lim(u,)- lim D(u,) = X, - 0 = 0 (stosujemy twierdzenie o granicy iloczynu ciagow
n—w n—w n—o n—oo

zbieznych). Stad wynika, ze dla X0 granica f w punkcie X, nie istnieje. Natomiast dla xo= 0 mamy f(xo) = 0-D(0) = 0 oraz
dla kazdego ciagu {X,} zbieznego do Xo zachodzi 0 < [f(x,)| = [Xn'D(Xn) = [Xa|'|D(Xn)| < [Xnl, skad na mocy twierdzenia o
trzech ciagach wynika, ze Iim f(x,) =0, zatem f jest ciagta w punkcie Xo= 0 i tylko w nim.

Niech O $rodek okregu opisanego na trojkacie. Stosujemy rachunek na wektorach. Zachodzi 0 < (OA+OB+OC) =3R?+
2R?(C0S20+C0S2f+C052y), skad cos2a+c0s24+c0s2y > -3/2. 1 warto$¢ ta jest przyjmowana dla CO -
= OA+OB (za brak tej uwagi odja¢ 2 pkt).
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Dwie brygady ktada kabel na pustyni w kierunku N-S. O 6.00 wyruszaja z obozowiska. Pierwsza
jedzie jaguarem z predkoscia [18, 24] km/h, a druga — gepardem z predkoscia [36, -16] km/h. O 6:30
brygada z geparda przerywa podréz i zaczyna ktas¢ kabel w kierunku péinocnym. Zaloga jaguara
jedzie dalej ze swoja predkoscia, az znajdzie si¢ doktadnie na pétnoc od poprzedniej, i wtedy zaczyna
pace. Kazda ekipa ktadzie srednio 800 m kabla na godzing. Jaka odlegtos¢ dzieli brygady w porze
lunchu o0 11.30?

Dany jest uktad rownan: p + 2q + 3r + 4s = k oraz 4p = 39 = 2r = s. Jaka jest najmniejsza wartosc K,
dla ktorej p, q, I, S sa dodatnimi liczbami catkowitymi?

Na szachownicy 8x8 postawiono 6 pionkéw na biatych polach i 7 pionkéw na polach czarnych. Ruch
gracza polega na jednoczesnym przestawieniu czterech dowolnych pionkow, kazdego na dowolne
sasiednie pole poziomo lub pionowo. Czy mozna tak wykonywac¢ ruchy, by po pewne;j ich liczbie na
biatych polach stato 7 pionkéw, a na czarnych 6?

Szklanke w ksztalcie walca o $rednicy 6 cm 1 wysoko$ci 9 cm napetniono woda. Nastepnie
przechylono ja tak, ze /3 wody wylata si¢. Pod jakim katem przechylono szklanke?

W trojkacie ABC o polu 8 poprowadzono rownolegle do boku AC odcinek DE. Pole trojkata DEC
wynosi 2. Oblicz stosunek AC do DE.

Na stacji benzynowej powstata kolista plama oleju silnikowego, ktérej promien rést w tempie 2 cm na
minutg. W jakim tempie rosta powierzchnia tej plamy, gdy promien osiagnat niebezpieczna granicg
60 cm?

Roz16z wielomian x*+1 na czynniki nierozktadalne.

Niech X1, Xz i1 X3 oznaczaja rzuty prostokatne srodka cigzkosci M trojkata prostokatnego (z katem
prostym w C) odpowiednio na boki BC, AC i AB. Wykaz, ze P; = P, + P3, gdzie Py, P, i P3 oznaczaja
odpowiednio pola trojkatow MX; Xz, MXoX3 | MX1X3.

Zbadaj rézniczkowalnos¢ funkeji f(x) = xD(x), gdzie D(x) jest funkcja Dirichleta, ktora dla
argumentow niewymiernych przyjmuje warto$¢ 0, a dla wymiernych — warto$¢ 1.

Wykaz, ze w trojkacie ABC prawdziwa jest nierowno$é: |AB[ + [BC? + |CA < 9R?, gdzie R jest
promieniem okrggu opisanego na tym trojkacie.
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Umies¢my poczatek uktadu wspoétrzednych w miejscu obozowiska. Po 30 min brygada z geparda przemiesci si¢ o
wektor [18, -8], wiec znajdzie si¢ w punkcie o wspotrzednych (18, -8) i tam zacznie prace. Brygada z jaguara znajdzie
si¢ na potnoc od nich po godzinie jazdy, czyli o 7. Bedzie wtedy w punkcie (18, 24) i tam zacznie pracg. O tej porze
pierwsza brygada potozy juz 400 m kabla i bedzie w odlegtosci 31 km i 600m. Do przerwy pozostana 4,5 godziny. W
tym czasie obie brygady potoza jeszcze 4,5-1600 = 7200 metroéw kabla i o tyle blizej beda o 11:30, czyli w odlegtosci
24 km i 400 m.
Z 11 warunku wynika, ze p<q<r<s oraz ze s jest wielokrotnoscia 2, 3 i 4, wigc najmniejsze mozliwe s to 12, co daje
p=3,q=4 i r=6. Wowczas z [ warunku k=77.
Kazdy z pionkéw przestawianych w danym ruchu zmienia kolor pola, na ktéorym
stoi. Zatézmy, Zze w pewnym momencie mamy b pionkéw na polach biatych i ¢
na czarnych, i wykonujemy ruch, w ktorym przestawiamy X pionkow biatych i 4—
x czarnych, gdzie x € {0, 1, 2, 3, 4}. Wtedy na polach biatych znajdzie si¢ b—
X+(4-X) = b+4-2x pionkow, a na polach czarnych c—(4—x)+x = c—4+ 2X pionkow.
Wynika stad, ze w kazdym ruchu liczby pionkéw na polach biatych i czarnych
zachowuja swoja parzysto$¢ (zmieniaja si¢ o liczbg parzysta). Zatem nigdy nie
dojdziemy do sytuacji, w ktdrej parzysto$¢ ta si¢ zamieni i bedzie 7 pionkéw na
polach biatych i 6 na czarnych.

Objetos¢ szklanki wynosi V = 81z. Objetos¢ wylanej wody V; rowna jest potowie
objetosci walca o promieniu 3 i wysokosci X, skad Vy = ', 92x = '/3V =27z, czyli
x=6. Wida¢ wigc, ze przekroj walca jest kwadratem i a = 90°—a = 45°, zatem
szklanke pochylona pod katem 45° do poziomu.

Niech |AC| = k|DE]| (gdzie k>1). Trojkaty DEC i ACE maja t¢ sama wysokos$¢ i ACE ma K razy dtuzsza podstawe, wiec
pole ACE wynosi 2k. Trojkaty ABC i DEC sa podobne w skali K, stosunek ich pol jest kwadratem skali podobiefistwa,
wige pole DEC wynosi 8/k%. Mamy rownanie 2+2k+8/ k* = 8 rownowazne rownaniu 2k® — 6k* + 8=0, co daje dalej k*
— 3k? +4 = (k-2)%(k+1)=0. Jedynym jego pierwiastkiem wigkszym od 1 jest k=2.
Tempo zmiany wielkosci, to pochodna tej wielko$ci po czasie. Wiadomo, ze r’(t) = 2 oraz p(r) = nr’. Obliczamy P’(t)
jako pochodna funkcji ztozonej P(r(t)). P’(t) = 2zr(t) -2. Dla r=60 pole zmienia si¢ w tempie 47-60 = 2407 cm?/min.
Korzystamy ze wzoru na sumg szescianow x°+1 = (x2)3+1% = (x®+1)(x*x?+1) = (+1) (x*+2x°+1-3x?) =
O+1)[(P+1)*~(V3%)%] = (P+1) (x*+V3x+1) (x*~V3x+1). Te sa juz nierozkladalne nad R (maja ujemny wyr6znik).
Niech E i F beda punktami symetrycznymi do X; i X, wzgledem $rodka cigzkosci M. Punkty E i F leza na
przeciwprostokatnej (za brak uzasadnienia odjac 2 pkt). Wowczas Py = Pagpm = Pagxam + PAngp P axamxa +

Paxamxz (trojkaty o rownych podstawach i wspdlnej wysokos$ci na nie
opuszczonej) co daje P; + P,. ~
Na poprzednim meczu pokazaliSmy, ze funkcja f jest ciagla tylko w
punkcie 0, zatem tylko w tym punkcie moze by¢ rézniczkowalna. Uczen
moze skorzystaé z tej wtasnosci lub ja ponownie wykazaé:

Niech Xq € R, rozwazamy ciagi zbiezne do Xo: {w,} liczb wymiernych oraz
{u,} liczb niewymiernych, zachodza warunki: AT
lim f(w,) = lim(w, -D(w,)) = lim(w,)- lim D(w,) = X, -1= X, oraz

n—oo nN—oo nN—oo n—o0

AN
lim f(u,)=lim(u, -D(u,)) = lim(u,)- lim D(u,) = X, -0 =0 . Zatem dla x#0 granica f w x, nie istnieje, a dla xo=
n—w n—oo n—oo n—o

0 mamy f(xo) = 0-D(0) = 0 oraz dla kazdego ciagu {X,} zbieznego do X zachodzi 0 < [f(Xn)| = [Xn'D(Xn) = [Xn|'|D(Xn)| <
[Xn|, skad na mocy twierdzenia o trzech ciagach lim f(x,) =0, wigc f jest ciagta w xo= 0. Poniewaz
n—oo

f(uy) - f(0) _ u,D(u,)—0-D(0)
-0

ilorazu roéznicowego f w punkcie X, = 0, czyli funkcja f nie ma pochodnej w tym punkcie.

.Niech O — $rodek okregu opisanego na trojkacie i miarach katéw a, B, y. Stosujemy rachunek na wektorach, AB

OB-OA, BC = OC-OB i CA = OA-OC. Zatem |ABJ* + |[BC|* + |CA]* = AB?+ BC? + CA? = (OB-OA)? + (OC-OB)?

(OA-OC)?> = OB? — 20B*OA + OA? + OC? — 20C*OB + OB? + OA? — 20C*OA + OC’ = 6R* -

2R%(c0s2y+C0S20+C0s2f3). Zachodzi tez cos2a + cos2f + cos2y > -3/2 (pokazane na poprzednim c

meczu). Uczen Mozg z tego skorzysta¢ lub wykazaé od nowa na podstawie nierdwnosci 0 <
(OA+OB+0C)? = 3R? + 2R?(C0S20+C0S2/3+C0S2y).

f(wy) - f(0) _ w,D(w,)—-0-D(0)

=D(u,) =0i
o - (un)

=D(w,) =1, nie istnieje granica

n n

+ 1l
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Wilhelm Tell strzelat z odlegtosci 15 metrow do jabtka o srednicy 6 cm ustawionego na glowie
wlasnego syna. Gdyby strzelit doktadnie poziomo, trafitby w sam $rodek jabtka. Jednak regka mu
drgneta — skierowat tuk pod katem a = 0,1° w dot. Jak skonczyta sig¢ ta historia?

2
Nie wykonujac zadnych rachunkéw na liczbach, podaj wartos$¢ funkcji f(x) = % w punkcie

2019 z doktadnoscia do trzech miejsc po przecinku.

W trojkat rownoramienny o kacie migdzy ramionami rownym 26 wpisano potokrag o promieniu 1,
tak ze jego Srednica zawierata si¢ w podstawie trojkata, a tuk byt styczny do ramion. Jakie jest pole
tego trojkata?

4
Majac dany odcinek jednostkowy oraz odcinki o dlugosciach a i b, wykresl odcinek o dtugosci ;—3 .

L
Natozono jeden na drugi dwa trojkaty: rOwnoramienny o kacie 120° i %’

roéwnoboczny o polu 36, ktérego dwa wierzcholki leza na srodkach ramion
drugiego trojkata. Oblicz zacieniowane pole. ,

W potudnie na radarze zaglowca zauwazono 20 km na pdinoc wodolot.

Zaglowiec ptynie na wschod z predkoscia 20 km/h, a wodolot — na potudnie z predkoscia 40 km/h.
Jest gesta mgta i widoczno$¢ wynosi zaledwie 10 km. O ktdrej godzinie beda najblizej? Czy
pasazerowie wodolotu beda mogli zobaczy¢ zaglowiec?

Wewnatrz n-kata wypuktego (n>4) dane sa dwa punkty. Wykaz, ze sposrod wierzchotkow wielokata
da si¢ wybra¢ cztery tak, by otrzymany czworokat zawierat te punkty w swoim wngtrzu.

Karmelita Smigta przebiegla 100 m w czasie 10 s. Jaka osiagneta najwicksza predkos¢, jesli przez 30
m rozpegdzata sig¢ jednostajnie, a resztg dystansu przebiegta ze stala predkoscia? Czy biegnac w terenie
zabudowanym powinna zaptaci¢ mandat?

Ztosliwa czarownica rzucila urok na jedna z 1000 beczek z winem w piwnicy krola Artura. Po
wypiciu z niej cho¢by kropli cztowiek zzielenieje w ciagu doby. Krol codziennie rano dysponuje 10
dzielnymi rycerzami gotowymi ponie$¢ dla niego ryzyko. Jak w najkrotszym czasie mozne wykry¢
zatruta beczke?

Dane sa takie punkty C i D lezace po roéznych stronach prostej AB, ze proste AB i CD sa prostopadte,
a ponadto |4ACB| = |4ADB|. Czy stad wynika, ze trojkaty ABC i ABD maja rowne pola?
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Bylo o wlos od tragedii. Niech graniczny kat, gdy strzala trafi w jablko, a nie w glowg, ma miar¢ a. Wowczas tg o =

3/1500 = 0,002, co daje & =~ 0,114. Do wyliczenia kata mozna uzy¢ tablic lub kalkulatora. Wazne jest, aby rachunki
prowadzi¢ w stopniach.

2 2 2
Mamy f(x)= & =0x*9)+1 (xF=2-3x+3%) 1 5. 1 d f2019) = £

X—3 Xx-3 Xx-3 -
2016+1/2016 ~ 2016 (pierwsza cyfra znaczaca pojawia si¢ na 4 miejscu po przecinku i jest
mniejsza niz 5, bo 2016 > 2000 i 1:2000 = 0,005). Za brak argumentu o zaokragleniu
odejmujemy 5 pkt. o\
Niech O bedzie $rodkiem poétokrggu, a Q.- punktem stycznosci z ramieniem. Wysokosé ‘ g
trojkata oznaczmy h, a dtugo$¢ podstawy 2b. Trojkaty prostokatne POR RQO i OQP sa o b R

podobne. Z trojkata ROQ cos 8 ="/, wiec b = Y osp. Z trojkata OPQ sind =y, wiec h = Yo

Pole trojkata wynosi b-h = Ygngcose

Wystarczy konstrukcja odcinka o dlugosci bedacej iloczynem oraz ilorazem A

dtugosci danych odcinkéw. Obie wykonamy za pomoca twierdzenia Talesa. Mamy

|OA|:]AB.| = |OCJ:|CD|. Stad |CD| = |OC|-|ABJ/|OA|. Aby uzyska¢ iloczyn danych 0

dtugos$cei X iy, na jednej potprostej odktadamy odcinek jednostkowy OA, za nim C
odktadamy x jako AB, a na drugiej y jako OC. Prowadzimy prosta AC oraz prosta D
do niej rownolegla przez punkt B. W przecigciu z druga potprosta otrzymujemy D

i |CD| = xy. Aby uzyska¢ iloraz postgpujemy analogicznie: Odktadamy y jako OA, za nim odcinek jednostkowy jako
AB, a na drugim ramieniu x jako OC. Ta sama konstrukcja daje |[CD|=x/y. Szukana konstrukcje wykonujemy np. w
takich 5 krokach: a-a, b-b, a?/b?, a%b i na koncu iloczyn tych ostatnich.

OT jest osia symetrii catej figury. Zacieniowane pole sktada si¢ z czterech trojkatow
prostokatnych, z ktorych kazdy jest potowa trojkata rownobocznego, ale nie sa to
trojkaty przystajace (za ten btad odejmujemy 6 pkt). Niech OP ma dtugos¢ b, wtedy
|OQ| =2b i |QP| = 3b. Tréjkaty QSR i OPQ sa podobne w skali [QRI:|QP| = */yz =
213, wiec |QS| = 2/V3|OP| =%/ . Zacieniowane pole wynosi wigc 2Pgpg+2Pqsr =
b-\3b + */y3-2b = 7b?N3. Trzeba jeszcze wyliczyé b. Trojkat QPT tez jest potowa
réwnobocznego i |PT| = V3|QP| = 3b. Jego pole to |QP|-|PT| = V3b-3b = 313b? = 36,
czyli b?/\3 = 4, wigc zacieniowane pole wynosi 7-4 = 28.

Niech zaglowiec w potudnie znajduje sie w punkcie (0, 0). Po czasie t (w godzinach) bedzie w punkcie (20t, 0).
Wodolot startuje z punktu (0, 20) i po czasie t bedzie w punkcie (0, 20-40t). Odlegtos¢ miedzy statkami wynosi d(t) =
\(400t*+(20-40t)?). Poniewaz pierwiastek jest rosnacy, minimum tej funkcji bedzie przyjete w tym samym miejscu,
co minimum funkcji pod pierwiastkiem, czyli d(t) = 2000t>-1600t+400. Wierzcholek tej paraboli ma wspotrzedne
(0,4, 80) zatem najblizej statki beda po 0,4 godziny, czyli 24 minutach. Pasazerowie zobacza zaglowiec bo odleglosé¢
wyniesie wowczas V80<10. Za szukanie minimum funkcji z pierwiastkiem odejmujemy 3 pkt.

Niech prosta przechodzaca przez wybrane punkty przecina boki AB i CD wielokata. Wowczas A, B, C i D sa
szukanymi wierzchotkami. Jesli prosta przecina bok AB i przechodzi przez wierzchotek C, to do A, B, C dodajemy
dowolny wierzchotek jako D. Jesli prosta przechodzi przez wierzchotki A i B, to nie sa one kolejne i wtedy do A i B
dodajemy dowolny wierzchotek lezacy migedzy A i B jako C oraz dowolny lezacy migdzy B i A (idac po obwodzie w
tym samym kierunku, co poprzednio) jako D.

Droga to pole pod wykresem predkosci w zaleznosci od czasu. Ruch Karmelity przedstawia ¥

diagram. Niech T oznacza czas rozbiegu a V maksymalna predkos$¢. Zachodzi wtedy ¥ VT=30

oraz V(10-T)=70. Podstawiajac VT=60, otrzymamy 10V=60+70=130, czyli V=13 m/s ~ 46,8

km/h. Karmelita moze bezpiecznie biega¢ po ulicach.

Mozna to zrobi¢ w 3 dni (I kazdy pije ze 100 beczek, II kazdy pije z 10 podejrzanych beczek, —
IIT kazdy pije z 1 podejrzanej beczki). Za taka odpowiedz przyznajemy 5 pkt. (za dluzsze ol -t
rozwigzania 0 pkt). Wystarczy 1 dzien. Numerujemy beczki w systemie dwojkowym, numery beda co najwyzej 10-
cyfrowe, bo 2'°>1000. Numerujemy rycerzy i rycerz o numerze i pije z kazdej beczki, ktora ma cyfre 1 na i-tym
miejscu. Kiedy juz zzielenieja, ustawiamy ich kolejno i odczytujemy dwojkowo numer zatrutej beczki (biali to 0,
zieloni to 1).

Nie. Rozwazane trojkaty maja wspolna podstawg AB, ale opuszczone na nig wysokosci moga
mie¢ réozne dlugosci. Tak jest, jesli kat CAB jest rozwarty. Z twierdzenia odwrotnego do
twierdzenia o katach wpisanych opartych na tym samym tuku wynika, ze wszystkie punkty P, z
ktérych wida¢ odcinek AB pod ustalonym katem leza na tuku okrggu i jego symetrycznym
obrazie wzgledem AB. Na linii przerywanej punkty C i D spelniajace warunki zadania mozna
wybraé niesymetrycznie.




