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Adam ma siedem kredek czerwonych, sze$¢ niebieskich, pie¢ zielonych, pig¢ zottych, szesé
brazowych i siedem czarnych. Wyjmuje je z pudetka z zamknigtymi oczami. Ile co najmniej
powinien ich wziaé, zeby byla wsrdd nich przynajmniej jedna kredka kazdego koloru?

Jaka liczba naturalna ma doktadnie 8 dzielnikow w tym 61 15?

W ostatni weekend pazdziernika w Polsce zmienia si¢ czas letni na zimowy. W ubiegltym roku
w sobote 26 X stonce zaszto we Wroctawiu o 16.39, a 27 X wzeszto o 5.33. Ile minut trwatla ta
noc?

W samochodzie, ktérym czworo sportowcoéw wracato po zakonczonych zawodach, odbyla si¢

taka rozmowa:

- Prowadzisz za karg. - powiedziat Marek siedzacy obok kierowcy.

- Przeciez tylko ty nie masz medalu. - za§miat sig¢ gtos z tyhu.

- Latwo wam mowié. W twoim finale startowalo 8 zawodniczek, a w moim az 50 oséb.

- Mimo ze tylko ja zdobytem ztoto, wiem, Ze jest mniej cenne niz braz w ptywaniu - ustyszat za plecami Tomek.
- Mam nadziejg, ze Baska nie ma mi za zte, ze zdobylem cenniejszy medal, i nie zacznie wySmiewac si¢ z tenisa
stotowego. - mruknat pod nosem Marek.

- Nie ma co poréwnywac. Przetaje i szermierka to takze konkurencje z r6znej bajki - wtorowat Karol.

Ustal, kto co trenowal, jaki zdobyl medal i gdzie siedziat w samochodzie.

Pewna liczba pomnozona przez sume swoich cyfr daje wynik 90. Jaka jest cyfra jednosci tej
liczby?

W trapezie rownoramiennym dluzsza podstawa ma 18 cm. Obwodd trapezu jest rowny 48 cm, a
jego przekatna dzieli kat ostry na potowy. Ile wynosza dtugosci pozostatych bokow trapezu?

Janek wypisat na kartce pig¢¢ liczb. Suma pierwszej, drugiej i1 trzeciej wynosi 8, suma drugiej,
trzeciej i czwartej 9, suma trzeciej, czwartej i piatej 10, suma czwartej, piatej i pierwszej 25, a
suma piatej, pierwszej i drugiej 5. Ile wynosi suma liczb wypisanych przez Janka?

Ile liczb mozna zapisa¢ jako sumg¢ dwoch roznych liczb naturalnych nieprzekraczajacych 100?
Zera nie uznajemy za liczbe naturalna.

Pola trzech $cian prostopadtoscianu wynosza: 84, 70 i 30. Ile wynosi objetos¢ tego
prostopadtoscianu?

10) Z punktu P lezacego wewnatrz trojkata rownobocznego poprowadzono odcinki prostopadte do

bokow trojkata. Wykaz, ze suma dlugosci tych odcinkow jest rowna wysokosci tego trojkata.
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Gdyby wziat 31 kredek, moglby nie mie¢ zadnej zielonej (majac wszystkie pozostate). Poniewaz kredek zielonych (i
z6ltych) ma najmniej, odpowiedzia jest 32.

Rozktad szukanej liczby na czynniki pierwsze zawiera 2, 3 i 5. Jej dzielnikami sg tez 1 i szukana liczba oraz 6, 101 15,
a to juz daje 8 dzielnikow. Innych czynnikéw w rozktadzie by¢ juz nie moze, a szukana liczba to 2-3-5=30.

W zwykla noc migdzy 16.39 a 4.39 mija 12 godzin, wigc do 5.39 bytoby réwno 13 godzin, czyli do 5.33 byloby 13
godzin bez 6 minut. Ale noc z ostatniej soboty pazdziernika na niedzielg jest o godzing dtuzsza (bo o godzinie 3.00 czas
cofamy na 2.00), czyli noc trwata 13 h 54 min = 834 min. Za skrocenie zamiast wydtuzenia nocy o godzine
odejmujemy 5 pkt.

Aby poprawnie przyporzadkowacé sporty, trzeba skorzysta¢ z obserwacji, ze w finale tenisa ani szermierki nie moze by¢
wigcej niz dwoch zawodnikow (bez tego sa dwa rozwiazania i przyznajemy w tym wypadku 3 pkt). Jedyna mozliwosc¢
to: Tomek - przetaje, brak medalu, kierowca, Marek - tenis stotowy, srebro, obok kierowcy, Karol - szermierka, ztoto, z
tyhu za kierowca, Basia - ptywanie, braz, z tytu za pasazerem.

Szukana liczba jest dwucyfrowa (za zalozenie tego bez uzasadnienia odejmujemy 3 pkt). Gdyby byla jednocyfrowa
réwna a, to 90 byloby kwadratem. Gdyby byta 3-cyfrowa lub wigksza, to pomnozona przez sumg cyfr bytaby nadal co
najmniej 3-cyfrowa. Rozt6zmy 90 na czynniki pierwsze 2+3:3+5. Stad widac, Ze istnieje pie¢ rozktadow, w ktorych
wystepuje liczba dwucyfrowa: 45-2, 30-3, 185, 156, 10-9. W dwdch przypadkach suma cyfr pierwszego czynnika daje
drugi: 3+0=3 i 1+5=6, zatem warunki zadania spetniaja liczby 30 i 15, ich cyfry jednosci to 0 i 5. Za podanie jednego
rozwigzania przyznajemy 4 pkt.

Rozwiazanie przedstawia rysunek. Przekatna dzieli kat ABC na potowy (o
mierze a). Kat BCD ma miarg 180°-2a (bo jest przylegly do kata o mierze
20). Z twierdzenia o sumie katoéw w trojkacie kat BDC tez ma miarg a. TO
oznacza, ze BCD jest trojkatem rownoramiennym, czyli ze krotsza
podstawa trapezu ma taka sama dtugosc¢ jak jego ramiona, tzn.
|CD|=|BC|=|AD|. Obwdd trapezu wynosi 18+3|CD|=48, skad pozostate boki
trapezu maja po 10 cm.

Po dodaniu liczb z zadania otrzymujemy trzykrotno§¢ sumy wypisanych liczb, czyli 57. Stad szukana suma to 19.

Najmniejsza taka liczba to 1+2=3. A najwigksza to 99+100=199. Kazda liczb pomigdzy nimi moze by¢ zapisana jako
suma 1+n (dla n od 2 do 99) lub jako 100+n (dla n od 1 do 99). Zatem liczba mozliwych liczb to 199-3+1 = 197. Za
pomytke w obliczaniu wyniku odejmujemy 5 pkt. Za odpowiedz bez uzasadnienia przyznajemy 2 pkt.

Oznaczmy krawedzie prostopadto$cianu jako a, b, ¢. Niech ab=84, ac=70, bc=30. Objetos¢ prostopadtoscianu jest
réwna V = abc = 84c. Ale a=70/c i b=30/c, czyli abcc=84cc=2100, skad ¢*=25, czyli c=5. Zatem V = 420.

Oczywiscie punkt P powinien by¢ dowolny. Za obranie szczegdlnego punktu przyznajemy maksymalnie 4 pkt. za cale
rozwigzanie. Laczymy P z wierzchotkami trdjkata, otrzymujac podzial trojkata rownobocznego na trzy trojkaty.
Oznaczmy prostopadie odcinki poprowadzone do bokow duzego trojkata jako X, y, z. Sa one wysokos$ciami matych
trojkatow. Obliczamy pole trojkata rownobocznego na dwa sposoby jako ': -a-h oraz jako sume¢ pdl mniejszych
trojkatow ¥ ax + Ysay + Ysaz. Z przyrdwnania tych pol otrzymujemy h=x+y+z.
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W pewnym sadzie za 60 kg sliwek 1 210 kg jabtek trzeba zaptaci¢ tacznie 513 zi. Czy to
mozliwe, zeby przy tych samych cenach owocéw 45 kg §liwek 1 150 kg jabtek kosztowato
razem 385 z1?

Jaka jest najmniejsza liczba naturalna o nastepujacych wlasnosciach: a) jest nieparzysta, b) nie
jest pierwsza, ¢) nast¢pna po niej liczba nieparzysta tez nie jest pierwsza?

Dzielac liczby 641 i 121 przez pewna liczbg, otrzymujemy reszty z dzielenia rowne
odpowiednio 33 i 7. Znajdz dzielna.

Jesli mikotajki byty w danym roku $roda, to w jaki dzien tygodnia moga wypas¢ 5 lat pdzniej?

W trdjkacie rownoramiennym rami¢ ma dlugo$é 12 cm, a kat przy podstawie ma 30°. Oblicz
dhugos¢ wysokosci tego trojkata opuszczonej na najdtuzszy bok.

Przewoznik utrzymuje komunikacj¢ pomigedzy wyspa Kastello a statym ladem. Promy z wyspy
na lad odchodza od 8 do 20 co 2 godziny. O tych samych porach odplywaja promy z ladu na
wyspe. Podroz w kazda strong trwa 5 godzin, a zaladunek pasazeréw — 15 minut. Jaka
najmniejsza liczbg promoéw przewoznik musi przeznaczy¢ do obstugi tej linii?

Uzasadnij, ze suma kazdych trzech kolejnych liczb nieparzystych jest liczba podzielng przez 3.

Punkty E, F, G, H leza na bokach kwadratu ABCD w taki sposob, ze E w 1/3 drogizAdoB,Fw
A drogizBdo C,Gw Y drogizCdoD,aHw Y, drogi z D do A. Jakie jest pole czworokata
EFGH, jesli ABCD ma pole 20167

Zbyszek zauwazyt, ze jesli wezmie potowe pewnej liczby 1 zwigkszy ja o 8, otrzyma ten sam
wynik, co podwajajac wyjsciowa liczbe 1 zmniejszajac wynik o 8. Co to za liczba?

10) Z poczatku uktadu wspotrzednych, czyli z punktu (0, 0) patrzymy na wszystkie punkty (m, n) o

obu wspotrzednych bedacych liczbami naturalnymi. Ale nie wszystkie te punkty sa widoczne,
poniewaz niektore ukrywaja si¢ za innymi punktami lezacymi w tym samym kierunku, ale
blizej punktu (0, 0). Na przyktad punkt (2, 2) jest niewidoczny, bo kryje si¢ za punktem (1,1).
lle z punktéw o wspodtrzednych (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6,5) jest widocznych z poczatku uktadu
wspotrzednych? Czy widoczny jest stamtad punkt (84, 45)?



EDYCJA 111X - ROK SZKOLNY 2013/14
Nl\ll SZKOLY PODSTAWOWE - RUNDA P(')LF!NALOWA -MECZ I
SZKICE ROZWIAZAN

1. Gdyby wziaé cztery razy mniej tych ilosci $liwek i jabtek, ktore kosztuja razem 513 zl, czyli gdyby wzia¢ 15 kg $liwek i
52,5 kg jabtek, trzeba by zaptaci¢ 513 zt : 4 = 128,25 zt. To znaczy, ze 45 kg Sliwek i 157,5 kg jablek kosztowatoby w
sumie 3-128,25 zt = 384,75 zl, a przy zakupie takiej samej ilosci §liwek i mniejszej ilosci jabtek na pewno nie powinno sig
placi¢ wigcej.

2. Najmniejsze kolejno liczby nieparzyste, ktore nie sa pierwsze, to 9, 15, 21, 25. Trzy poczatkowe daja liczby pierwsze po
zwigkszeniu o 2, a czwarta daje liczbg ztozona, zatem 25 jest liczba szukana w zadaniu.

3. Jesli od liczb 641 i 121 odejmiemy odpowiednio reszty 33 i 7, to otrzymamy 608 i 114. Mozna je zapisaé jako
608=2-2-2-2-2-19 oraz 114=2-3-19. Wida¢, ze jedynym wspolnym dzielnikiem obu tych liczb wigkszym od 33 (bo dzielnik
musi by¢ wigkszy od reszty z dzielenia) jest 2:19=38. Jest to zatem liczba, przez ktora dzielono. Za odpowiedz bez
uzasadnienia przyznajemy 4 pkt.

4. Rok to 52 petne tygodnie i jeden lub dwa dni (1 w latach zwyktych i 2 — w przestepnych). W ciagu pieciu lat moze
zdarzy¢ sig zero lat przestepnych (np. w latach 2098-2099-2100-2101-2102), jeden rok przestgpny (np. w latach 2014-2015-
2016-2017-2018) lub dwa lata przestgpne (np. w latach 2012-2013-2014-2015-2016). Zatem pig¢ lat to 260 tygodni i 5, 6
lub 7 dni. Zatem mikotajki moga si¢ przesunac¢ o 5 lub 6 dni tygodnia albo pozosta¢ w tym samym dniu. Czyli sa mozliwe
trzy dni tygodnia: poniedziatek, wtorek lub éroda. Za pominiecie kazdej odejmujemy 4 pkt.

5. Trzeci kat trojkata ma 120°, wigc naprzeciw niego lezy najdtuzszy bok. Z najwigkszego kata opuszczamy wysokosS¢.
Dzieli ona trojkat na dwa trojkaty prostokatne o katach 30° i 60°, a zatem bedace potowkami trojkata rownobocznego o
boku 12 cm. Dorysowana wysokos¢ jest potowka boku tego trojkata, wigc ma 6 cm.

6. Potrzebnych jest 6 promoéw (3 promy zaczynaja z wyspy, a 3 z ladu). Ich rozklad jazdy jest nastepujacy: 8w-141-20w,
10w-161, 12w-20I, 81-14w-20I, 10I-16w, 12I-18w.

7. Liczba nieparzysta to liczba parzysta (podzielna przez 2) powiekszona o 1. Zatem mozemy ogolnie zapisa¢ ja jako 2k+1,
gdzie k jest naturalne. Poprzednia nieparzysta jest o 2 mniejsza, wiec wynosi 2Kk-1, a nastepna nieparzysta jest o 2 wieksza,
wiec wynosi 2k+3. Suma tych liczb to 2k-1+2k+1+2k+3 = 6k+3, a to jest liczba, ktora dzieli si¢ bez reszty przez 3 (daje
wynik catkowity z dzielenia rowny 2k+1). Za sprawdzenie na r6znych przypadkach przyznajemy 3 pkt.

8. Podzielmy kwadrat ABCD na 9 jednakowych kwadratow o 3 razy krotszym boku. Wtedy czworokat EFGH powstaje
przez odciecie z wyjSciowego kwadratu czterech identycznych trojkatow prostokatnych (o przyprostokatnych 2x1), z
ktorych mozna ztozy¢ dwa prostokaty 2x1, a zatem wielko$ci 4 matych kwadratow. Na czworokat EFGH zostaje wigec 5 z 9
kwadratow, wigc jego pole to 5/9 z 2016 = 1120.

9. Tre$¢ zadania przedstawia rownanie % x+8 = 2x-8, co po podwojeniu daje x+16 = 4x-16, czyli 3x=32, wigc x=10 /5.

10. Punkt (6, 2) jest ukryty za (3, 1), (6, 3) jest ukryty za (2, 1), a (6, 4) za (3, 2). Widoczne sa tylko te punkty, ktorych
wspélrzedne sa wzglednie pierwsze. Je$li maja wspolny dzielnik rozny od 1, np. réwny d, to punkt (md, nd) jest ukryty za
punktem (m, n), bo leza na linii prostej przechodzacej przez (0, 0). Zatem punkt (6, 5) jest widoczny, a (84, 45) nie, bo
3=WD(84, 45).
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Przy kazdym wierzchotku trzynastokata mamy napisa¢ dowolna liczbeg catkowita, tak zeby
sumy liczb napisanych przy koncach kazdego boku byty nieparzyste. Czy to mozliwe?

2) Na pytanie: Ktora jest godzina? zagadnigty przechodzien odpowiedzial: Pozostato jeszcze z

3)

4)
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doby ¢wier¢ tego, co juz uptynglo. Ktora to byta godzina?

Trojkat rownoboczny umieszczono wewnatrz — wigkszego  trojkata
rownobocznego tak, ze powstata figura ma trzy osie symetrii. lle wynosi x?

Zegar babci Jozi bije co p6t godziny. Bije raz o godz. 0:30, dwa razy o 1:00, trzy razy o 1:30
itd. az zakonczy cykl o§mioma uderzeniami. Potem cykl uderzen zaczyna si¢ od nowa. Ile razy
bije zegar w ciagu doby?

W serialu ,,K jak ktamstwo™ nie wszystkie postacie sa prawdomowne. Kiedy w odcinku 36528.
inspektor Gadzet zapytata, z ilu osob sktada si¢ rodzina Poszepszynskich, cztery bohaterki
odpowiedziaty nastgpujaco:

Melancholia: Z liczby parzyste;j. Nasturcja: Z liczby nieparzystej.

Ortodoncja: Z liczby pierwszej. Petronela: Z liczby ztozone;j.

Ile z nich powiedziato prawdg?

Prostokatny trojkat réwnoramienny pokolorowano w 8 pasow o jednakowej szerokosci
réwnolegle do jednej z przyprostokatnych, jak na rysunku. Jaka czgs$¢ pola trojkatna jest
zacieniowana?

Symbol n! (czytaj: en silnia) oznacza iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do n. lle tygodni
jest w 8! minutach?

Wiadomo, ze liczba m jest parzysta, a n — nieparzysta. Jaka jest parzysto$é liczby (m+3n)??

Podstawe trojkata wydtuzono o " jej dlugosci 1 jednocze$nie skrocono opuszczona na te
podstawg wysoko$¢, tak Ze pole trojkata si¢ nie zmienito. O jaka czg$¢ jej dtugosci skrocono
wysokos$¢?

10) Alicja sumuje liczby nieparzyste do 199 i zapisuje sumy czgSciowe, tzn. wyniki dziatan 1, 1+3,

1+3+5, 143+5+7, ..., 1+3+5+...+197+199. Ile liczb na liscie Alicji konczy si¢ czworka?
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1. Przy kolejnych wierzchotkach musza sta¢ na zmiang liczby parzyste i nieparzyste (bo tylko suma liczb o roznej
parzystosci daje wynik nieparzysty). Zatem boki o numerach nieparzystych zaczynaja si¢ liczba tej samej parzystosci (np.
parzysta, a koncza liczba nieparzysta). Ale poczatek boku pierwszego jest jednoczesnie koncem boku trzynastego, co
oznacza, ze powinna tam sta¢ jednocze$nie liczba parzysta i nieparzysta, a taka liczba nie istnieje. Za pokazanie
niemozliwosci na przyktadach przyznajemy 3 pkt.

2. Wedlug przechodnia aktualna godzina dzielita dobg w stosunku 4:1. To znaczy, ze uptyn¢to do tej pory
*Is doby, co daje /524 = /s = 195 = 19'%/¢,. To znaczy, ze byta 19:12.

3. Z symetrii kat pelny wokoét wierzchotka D sklada si¢ z dwoch katow po X° i kata 60 °©, zatem 2x=300,
wiec x=150.

C B

4. Osiem razy bije zegar o 4:00. W ciagu kazdego 4-godzinnego cyklu zegar bije 1+2+3+4+5+6+7+8=36 razy. W ciagu
doby jest 6 takich cykli, wiec zegar bije w sumie 6-36=216 razy.

5. Prawdg moéwi doktadnie jedna z pan z pary M-N oraz jedna z pary O-P (te mozliwosci si¢ dopetniajg i wykluczaja).
Pozostate uklady par sg niezalezne. Zatem doktadnie dwie panie méwia prawdg, cho¢ nie wiemy, ktore.

6. Niech kazdy pasek ma szeroko$¢ 1. Wtedy rami¢ trojkata ma dlugos¢ 8, a pole trojkata wynosi 32. Zauwazmy, ze
pierwszy zacieniowany pasek z prawej ma pole o 1 mniejsze niz nast¢pny niezacieniowany pasek. Podobnie drugi
zacieniowany ma pole 0 1 mniejsze niz nastgpny niezacieniowany itd. Takich par z roéznica pél 1 jest 4. Oznacza to, ze pole
zacieniowane jest o 4 mniejsze niz pole niezacieniowane, czyli wynosi (32-4):2=14. Zacieniowane jest zatem 14/32=7/16
pola trojkata.

7. Liczba minut w tygodniu to 7-24-60 = 7-(6-4)-(5-3-2-2) = 1.2-3-4-5-6-7-2 = 7!-2. Natomiast 8! = 71-8, a wigc 4 razy wigce;j.
Zatem w 8! minutach sa 4 tygodnie. Za prowadzenie obliczen na duzych liczbach odejmujemy 2 pkt.

8. Liczba nieparzysta n nie ma dwodjki w rozktadzie na czynniki. Zatem liczba 3n tez jej nie ma, wigc takze jest nieparzysta.
Suma liczby parzystej m i nieparzystej 3n jest nieparzysta. Kwadrat liczby nieparzystej q to iloczyn g-q. Jego rozktad na
czynniki to dwukrotnie powtorzony rozktad liczby q. Jesli w rozktadzie g nie ma dwojki, to nie bedzie jej w powtdrzonym
rozkladzie, a ze 2 jest liczba pierwsza, nie pojawi si¢ takze z iloczynu jakich innych czynnikéw. Za brak uzasadnienia
nieparzystosci liczb w kolejnych etapach rozumowania odejmujemy po 2 pkt.

9. Niech p i h to wyjsciowe dtugo$ci podstawy i wysokosci trojkata. Aby nie zmienito si¢ pole, niezmieniony musi pozosta¢
iloczyn ph. Po wydtuzeniu podstawy o ¥4p ma ona dtugosé */4p, zatem nowa wysoko$é powinna mieé¢ dhugosé “/sh, a zatem
musi zosta¢ skrocona o /s swojej dhugosci.

10. Wszystkich liczb Alicji jest tyle, co liczb nieparzystych od 1 do 199 czyli 100 (potowa liczb naturalnych od 1 do 200).
Na ostatnia cyfre sumy maja wptyw tylko ostatnie cyfry sktadnikéw (wynika to z algorytmu dodawania pisemnego). Zatem
zamiast dodawac kolejne liczby nieparzyste, mozemy dodawac jako ostatni sktadnik do poprzedniej sumy liczby 1, 3, 5, 7,
9, 1 (zamiast 11), 3 (zamiast 13), 5, 7, 9 itd. (powtarza si¢ to w cyklu co 5). Natomiast ostatnie cyfry otrzymywanych sum to
1,4,9,6,5,6,9,4,1,0. To jest 10 kolejnych miejsc i dalej powtarza si¢ w cyklu co 10. Zatem co 10 wyrazéw dodajemy do
tych samych ostatnich cyfr poprzedniej sumy te same ostatnie cyfry ostatnich sktadnikow. Wszystko powtarza si¢ wigc
cyklicznie co 10 miejsc. Takich cykli w 100 wynikach jest 10, a w kazdym cyklu cyfra 4 wystepuje na koncu 2 razy. Zatem
facznie wystapi 10-2=20 razy.



