TWIERDZENIE BROUWERA

Michatl Szachniewicz

Twierdzenie 1 (Brouwera) Kazde ciggle odwzorowanie f : B™ — B™ kuli w kule, ma punkt staly.

1.

Czy mozliwe jest wypelnienie tabelek ponizej liczbami rzeczywistymi, w taki sposob, ze w kazdym polu
znajduje sie Srednia arytmetyczna liczb z czterech sasiednich pol? Czy zawsze taka tabelke mozna wypelnié
na tylko jeden sposob?

Wyobraz sobie szafe w postaci tréjkata réwnobocznego. Dzielimy kazdy bok na n réwnych czesci i przez
punkty podziatu prowadzimy proste réwnolegte do bokéw. Dostajemy podziat szafy na n? szuflad. W kazdej
szufladzie jest jeden dokument. Przektadamy dokumenty w nastepujacy sposob:

(a) Tak, by dwa przedmioty byly kolo siebie po przelozeniu wtedy i tylko wtedy, gdy byly koto siebie na
poczatku.

(b) Jesli dwa przedmioty na poczatku byly kolo siebie, to po przelozeniu trafia do sasiednich szuflad, lub
do jednej szuflady.

Rozwaz podane przypadki i zastanow sie, czy dla tych warunkéw zawsze istnieje przedmiot, ktéry nie
zostanie przelozony. A czy zawsze bedzie taki, tkéry albo nie zostal przeniesiony, albo przeszedl do sasiedniej
szuflady?

Uwaga - Szuflady mozemy uwazaé za sasiednie na dwa sposoby:

(a) kiedy maja sasiednia sciane,
(b) kiedy maja wspélny punkt.

Udowodnij twierdzenie Brouwera dla n = 1.

Wykaz, ze jesli dla dowolnej triangulacji trojkata, jesli kazdy wierzcholek ”malych” tréjkatéw kolorujemy
na jeden z trzech koloréw, tak, ze wierchotki ”duzego” tréjkata sa w trzech réznych kolorach, a punkty
na krawedziach pomiedzy dwoma wierzchotkami ”duzego” tréjkata sa koloru jednego z tych wierzchotkdéw,
to istnieje conajmniej jeden tréjkolorowy ”maly” trojkat. By to zrobi¢ mozesz skorzystac z nastepujacych
wskazéwek:

(a) Rozwaz graf dualny tréjkata, z drobna modyfikacja - rysuj krawedZ pomiedzy dwoma $cianami, tylko
wtedy, gdy Sciany stykaja sie wierchotkami o kolorach 11 2.
(b) Pokaz, ze suma stopni wiercholkéw jest parzysta.
(¢) Zauwaz, ze stopnie wierchotkéw grafu dualnego znajdujacych sie w tréjkatach 3-kolorowych sa stopnia
jeden. Pokaz tez, ze stopien Sciany zewnetrznej jest nieparrzysty.
Niech f bedzie ciaglym przeksztalceniem A = {x € R® : 1 + 29+ 23 = 1 A x; > 0} w siebie (bez punktéw
stalych). Czy jesli pokolorujemy niektére punkty y € A na \y) = min{i : f(y): < v:}, to kolorowanie
punktéw na brzegu tréjkata A bedzie spelnialo wlasnosé z zadania drugiego?

Czy w zbiorze A z poprzedniego zadania kazdy ciag ma podciag zbiezny?

Rozwaz ciag triangulacjii 7, zbioru A, takich, ze kazda kolejna jest zageszczeniem poprzedniej oraz
0(Tn) —5 0. Pokoloruj kazdy wierzcholek 7, na kolor \ z zadania trzeciego. Korzystajac z poprzednich
zadan i tych rozwazan, znajdz dowdd twierdzenia Brouwera.
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