ZAGADNIENIE 8
Zastosowanie rachunku wektoréow do dowodzenia
wiasnosci geometrycznych

Materiat teoretyczny obejmuje:

— Podstawowe wiadomosci z algebry wektorow.

— Liniowa zalezno$¢ i niezalezno$¢ wektorow.

— Podprzestrzen liniowa, baza i wymiar podprzestrzeni.

— Iloczyn skalamy wektorow, jego wiasnos$ci 1 zastosowania.

— Iloczyn wektorowy, jego ilustracja fizyczna i1 geometryczna.

— Zastosowanie wektordéw do definiowania wielu waznych poje¢ matematycznych.

Zadania

1. Udowodnié w oparciu o rachunek wektoréw twierdzenie cosinusow.
2. Udowodni¢ w oparciu o rachunek wektorowy, ze przekatne rombu sa prostopadte.

3. Udowodni¢, ze jezeli przekatne czworokata dziela sie na potowy, to czworokat jest
rownolegiobokiem.

4., Udowodni¢, ze suma kwadratow dhugosci srodkowych bokéw trojkata jest rowna

% sumy kwadratow dhugosci jego bokow.

i . - - i -
5. Dowieéé, ze dla kazdego n € N sin == + sin 2% +5in S + ... +sin 2 = 0.
n n n n
6. Dowiesé, ze dla kazdego n € N (n > 1), spelniona jest rownosé:

2 4 67T 2mn
cosZ +cosE +cosZE ..., + 05— =0
n n n n

7. Dowiesé, ze jezeli A, B, C, D sa wierzchotkami czworos$cianu, a S jest Srodkiem
|AD| +|BD|+|CD|

~
o |

cigzkosci trojkata ABC, to |SD| <

8. Jezeli punkt S jest §rodkiem cigzkosci uktadu punktéw 4,, 4,, ........ i
w przestrzeni (przyjmujemy, ze punkty maja masy rowne), a M jest dowolnym punk—
tem przestrzeni, to:

2 rJ ' 7 2 2 2
|MA4|” +|MAp|" +........... +|MA,|" =n|MS|” +|S4)|" +|S4,|” +.......+|S4,
Dowod przeprowadzi¢ dla n = 3.

Ao 27 3 1
9. Dowiesé, ze cos? ~COS— + COS - ==



Wskazéwki do rozwigzan

1. Przyjmijmy, ze: |4B|=c, |AC|=b, |BC|=
Mamy: 4B =AC-BC.

2
Stad: 4B = (AC - BC)(AC - BC) =

2 S T A
=AC -2AC-BC+BC =b“+a“-2ab-cosC. B
Rys. 26

. Wprowadzmy oznaczenia: AB=a, AD=b,
BD = c AC= d

Wtedy:d=a+b i c=a-b. A 0 6

I T T B -
Czyli: d-c=(a+b)-(a-b)=a -b =|al*-|b[*=0
Stad dlc.

Rys. 27

3. Przyjmijmy, ze AC=pi DB =q.
Wtedy: 4B = 5P +q), DC= st q).
Zatem AB=DC , czyli proste AB 1 CD sa rowno-

leglei|A_351:|l_)-E|.

Rys. 28

—

4. Oznaczamy |§E|— |__6| , | AB|=

i |CD|=p, | 4E|= =9.|B |BF |=r.

— =
Mamy 4B+ BC+CA=0,

— | e —

wigc (AB+BC+CA) —0 ™
Stad: g+ b2+ ¢+ 286 26c+ 2ac=0 (1)
Uwzgledniajac rownosci: A D B

E¥a+%ﬂ, Rys. 29

BF=BC+.a

AE=AB+%BC

2 .2 y: X
uzyskamy: CD + AE +BF =%(a2+b2+c2) (2)
e

) 27 1 : e
Poniewaz z (1) wynika, ze: ab + ac + be = —5(02 +b? +Cz), wigc (2) przyjmuje

: " - B (T P
ostatecznie postac: p’+g’+r’=7(a +5°+¢°).



5. Wezmy pod uwage wektory:

O O ,04, _,,04,

o dtugosci 1, tworzace z dodatnia osia
OX odpowiednie katy o miarach:

2T 4r 2n-2 2nm

— T i bsetabr e 3y b
non n

Suma:

. 2n . 4n S
R el S S +sin =2
n n n

jest rowna sumie miar rzutow wektorow

O Olsoz05 ,04,_,,04, nao$OY czyli Rys. 30

wektorow OBy,0B,,......0B, _;,0B,, . Te wektory sa parami wektorow przeciwnych:

OB,_1=-0B;, OB,_5=-0B, , .......... , Z wyjatkiem rzutu wektora OA_ , gdy n

jest parzyste. Ale miary tych ostatnich wektorow sg rowne zero, czyli w kazdym przy-
padku § = 0.

6. Dowod tozsamosci przeprowadza sig w oparciu o rozumowanie analogiczne do
zastosowanego w zadaniu poprzednim.

D
7. Niech N bedzie $rodkiem odcinka SC,
za$ M $rodkiem odcinka AB.
Wtedy mamy: DS = l(ﬁ + B}V) ) C
pM=1 (BZ +DB),
A
DN = E(DS + DC) .
1 1 1 1 ; M
Stad DS = ZDA + ZDB + EDS + ZDC’ czyli
DS=%(DA+DB+DC).
Poniewaz dhugo$¢ sumy wektoréw nie lezacych B
na jednej linii prostej jest mniejsza od sumy Rys. 31
|DA|+ |DB|+|DC]|

dhugosci tych wektorow, wige: |DS|<

3

8. Niech S bedzie srodkiem cigzkosci trojkata A, 4, 4;,aM dowolnym punktem
przestrzeni. Zachodza roéwnosci:

MA; = MS + S4;
MAy = MS + S4,
MAy = MS + 54 .




Obliczamy wyrazenie:
2 2 2
MAI + MA2 -+ M‘lg, =

2
3MS~ +2MS(SA; +SAy +S43) +
2 2 2
+ SAI + SAZ 4+ SA3 .

Poniewaz S4; + SA; + SA3 =0, (dlaczego?);

2 2 2
WlQClMA}' +|MA2| +|MA3[ =
ey
=3MS +|S4 2 +|S4y 2 +| 5432,

9. Niech bedzie dany okrag o $rodku O'1 o promie-
niu jednostkowym. Zatézmy, ze punkty 4, 4,
Ay, A, A Ag A, lezace na tym okregu dziela go
na 7 rownych czqéci_.__ i g 2 i
Zachodzi rownosc: OAy +OAp +........ +047 =0.
Rownosé ta zachodzi dlatego, ze gdyby$my ukiad
tych wektorow obrocili wokoét o kat majacy miarg
2n : : 2z ;

3 (lub jego wielokrotnos¢), to powyzsza suma
wektorow nie ulega zmianie, co jest mozliwe je-
dynie, gdy jest on wektorem zerowym. Rzutuje-
my wszystkie wektory tej sumy np. na prosta wy-

Rys. 33

znaczang przez O4- . Otrzymana suma miar tych rzutow bedzie rowna zero. Z drugie;
strony jest ona rowna sumie iloczyndéw dtugosci tych wektoréw przez cosinusy katow,

jakie tworza z prosta OA4.,.
; 4
W zwiazku z tym: c0527ﬂ+cos7ﬂ+ ..... +cosizTn+1=0 (1)
Poniewaz cos 27— cos1Z% | cos T cosi | cos OF = cos™®
7 1 7 A 7 7
4 3T . (Y /4 g /4 2n L TR
Oraz CoS— =—C0S— 1 COS— =—COS—= , Wi€C COS— —COS —- —=—,
> = 7 = » Wig R

Na realizacje tego zagadnienia nalezy przeznaczy¢ 6-8 godzin.

Literatura

1. E. Piegat — Wektory i geometria.

2. S. J. Nowosielow — Specjalny wyktad trygonometrii.
3. Zadania z olimpiad matematycznych.



	Strona 1
	Strona 2
	Strona 3
	Strona 4

